Razones trigonomeétricas de un angulo agudo

En los grados anteriores has estudiado relaciones entre los lados de un
triangulo rectangulo (Teorema de Pitdgoras, por ejemplo) y también entre sus
angulos. A continuacion aprenderas otras de gran utilidad que se expresan
mediante las razones trigonométricas seno, coseno tangente y cotangente.

Es conveniente aclarar que con respecto a las notaciones vamos a congeniar
que las longitudes de los lados de un triAngulo se denotaran con la misma letra
que se denota el vértice opuesto ( pero con letra mindascula), de forma similar
denotaremos los angulos en la secuencia o,p,x ..0 X, Yy, Z.....

Definicién 1:

Sea un tridngulo agudo de vértice A en un AABC rectangulo ABC (fig 1), sean
ay b los catetos y c la hipotenusa, se llama

., a
seno de a y se denota sena a la razon — entre el cateto opuesto a a y la
c

hipotenusa.
. b
coseno de a se denota cosa a la razén — entre el cateto adyacente a a y la
c

hipotenusa.

., a
tangente de a y se denota tana a la razén b entre el cateto opuesto a a y el
adyacente a dicho angulo.

a
seno=—

Es facil darse cuenta que como la hipotenusa es mayor que los catetos
entonces podemos inferirque sena<1; cosa<l

A continuacién te proponemos un ejemplo para que comiences a familiarizarte
con esta definicion:

eEn un AABC rectangulo en C , los catetos a y b miden 3,00 cm y 4,00 cm
respectivamente, calcula senZCAB, cosZCAB, y tanZCAB.

Veamos: Como el AABC es rectangulo en C entonces es muy facil ( por el
teorema de Pitagoras) darnos cuenta que AB= 5,00 cm



Aplicando la definicion 1 obtenemos
directamente que :
5
3 senZCAB= g
4
c——Aa cosZCAB= —
4 5
3
tanZCAB= Z

A partir de ahora debes comenzar a resolver, de manera individual los
siguientes ejercicios:

1-En un APQR rectdngulo en Q se conoce que PR=13 cm y PQ = 5 cm,

entonces el valor de cosZQRP es:

12 ) 13 12

a)_E b)_ 5 c__ o d__ =

2- Sean a y p las amplitudes de los angulos agudos de un AABC (y=90°).
Si sena :E entonces el cosa es:

a)__ 125 b) 0,8 c) 0,6 d)__ nosepuede determinar

3-Halla la longitud de la hipotenusa de un AABC rectangulo en A sabiendo que

COSng y b=16 cm.

. , 1
4- En un triangulo rectangulo sena :5 , calcula cosa y tana.

Respuestas y/o Comentarios de las soluciones .
1-a)

2-b)

3- BC=20 cm

. L AC
En este caso aplicando la definicion tendremos que cosy = BC

, Sustituyendo nos quedaria 4 = 16 .. BC=20 cm
5 BC
242 J2
4- COSG:T Yy tanQ.:T

Como solo nos interesan las razones entre lados, podemos “trabajar’ en
cualquier triangulo rectangulo en el que la razon entre el cateto opuesto y la

. 1
hipotenusa sea 3



Trabajo Independiente
1-En un AABC rectangulo en C a=45° y ¢=4,0 cm. Halla la longitud de cada
cateto y el valor de cosp y tanp.

2-Demuestra que en todo triangulo rectangulo ABC rectangulo en C se cumple:
a) sena=sen(y-p)
b) cosa= cos(y-p)
c) tana = tan(y-B)

Existen algunos &ngulos cuyas razones trigonométricas son sencillas y
aparecen con mucha frecuencia en la practica por lo que es conveniente
memorizarlas, son los llamados “angulos notables”)y sus razones
trigonométricas se calculan en los siguientes teoremas.

Teorema 1

Si un tridngulo rectangulo tiene un angulo de 30° el cateto opuesto a ese
angulo es la mitad de la hipotenusa.

Existen varias maneras de demostrar esta proposicion, una de ellas es la
siguiente:

B

a D

60"
30
C A

Sea ABC un triangulo rectangulo en C en el cual a= 30° y tracemos CD de
forma tal que «DCB= 60° entonces /DCA= 30°. Como puedes observar el
ABCD es equilatero y por tanto BD=DC=a, ademas AA CD es isosceles y
entonces AD=DC=a.

De aqui resulta que c=AD+DB=2a

Te proponemos lo siguiente:

Considere un AABC rectangulo en C con ZCAB= 30° y determine los siguientes
valores:

Cos30°, tan30°, sen60°,cos60° y tan60°

B

60

C A

S/

Si consideras un AABC con un angulo de 30° resulta segin teorema 1 que el
cateto que se opone a este angulo es la mitad de la hipotenusa, por ese motivo
aplicando el Teorema de Pitagoras hallamos que b= J3a , a partir de estos
valores y aplicando lo que sabes de razones trigonométricas llegaras
facilmente a los siguientes resultados:




cos30°= g tan30°= ? sen60°== ? tan60°=+/3

Ahora considera otro triangulo rectangulo pero esta vez isosceles y halla las
razones trigonométricas de sus angulos agudos

B

J2a

S/
De seguro no te resulté hallar la longitud de la hipotenusa, y una vez hallado
este valor pues haber arribado a los siguientes resultados:

NG

Sen45°= cos45°—— y tan45°=1

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema

Teoremaz2:

Se cumple:

a) sen30°:% cos30°= \/— tan30°= \/—
b)sen60°== ? cos 60°= % tan60°= \/§
c) Sen45°= \/— c0s45°= % tan45°=1

Estas definiciones no incluyen las razones trigonométricas de los angulos 0° y
90°, pero no resulta dificil obtenerlas:

y

A

B(x;y)

v

Observa que hemos hecho coincidir el vértice A de un AABC con el origen y el
eje x contiene al cateto b. En estas condiciones las razones trigopnométricas del



angulo o se pueden expresar utilizando las coordenadas (x;y) del vértice B, es
decir:

X
senoa= L cosoo=—=Y tana= X

Como consecuencia de lo anterior podemos realizar el siguiente analisis:

-¢ Qué sucederia con la posicién del punto B si a=0°?

R/ En este caso B estaria sobre el eje x

-¢, Qué sucederfa con la posicién del punto B si 0=90°?

R/ En este caso B estaria sobre el eje y

-¢Estarias en condiciones de hallar sen0°?

Bastaria darse cuenta que las coordenadas de B serian (x;0) y por consiguiente
tendrias:

Sen0®=— 2 _g

VX% +0°
-¢podrias determinar cos0° y tan0°?
Solo tendriamos que sustituir
-.c0s0°=1 y tan0°=0

Anélogamente podrias determinar las razones trigonométricas de 90°.
Conclusion:

0 y
Sen0’=——— =0 Sen9Q=—2 =1
Vx?+0? 0% +y?
X 0
Cos0’=——— =1 Cos90°=———_ -0
VX2 +02 1/02+y2
Tano’=2 _ o Tan90°= - jno esta definida!!
X

Nota: debes darte cuenta que no es posible definir tan90° pues en ese caso
x=0y la divisién por cero no esta definida.

Trabajo Independiente
1-Calcula

1+ tan45° —sen90°
cos0°.sen30° — cos90°

2- Completa la siguiente tabla y memorizala
0

a 0 30° 45° 60° 90°

sena

Cosa

tana

Comentarios de las soluciones y/o respuestas
1- El valor es 2
Bastaria sustituir y calcular




Ejercicios y/o problemas de calculo con valores de angulos notables.

Anteriormente completaste la tabla de los valores de la razones
trigonométricas, puedes comprobar que esta tabla se cumple para cada valor
de o que :

coso=sen(90°-a) sena=cos (90%«)
0 <sena <1 0 <cosa <1

Fijate que solo debes memorizar los valores del seno porque:
El coseno de un angulo es el seno del angulo complementario y la
tangente es el cociente del seno entre el coseno.

En cada uno de los ejercicios y problemas que a continuacion te proponemos
mostraras tus habilidades en las operaciones de céalculo

1-Si A:COSGOOy B= entonces 2A—-3B es .

cos 45°

2- Si A= cos 60°y B:;Arso, muestre que el valor de 2A-3B es 6+3/3.
CoS

cos?a + 2sen’b

3- Si a=30° b=60° y c=45°, entonces el valor de

2
tanc— —

9

a)_% ) 91\27 0 ﬁ!1+22\/7} 0 g

4-Una fuerza de 20,0 N forma un angulo de 45,0° con la horizontal. Calcula sus
componentes horizontal y vertical.

5- Uno de los 4 pares de angulos que a continuaciébn te mostramos
corresponden a las amplitudes de dos angulos complementarios. Indique con
una x el par que cumple con esta condicion

a)  14,1%76,9% b)_ {58.5%31,5% c¢)  {26,3%64,7% d)___ {14,1°%76,9%

Respuestas y/o comentarios

1- La respuesta correcta es b)

En este caso basta sustituir por os valores de los angulos notables que
apetecen en el ejercicio y operar con ellos , teniendo en cuenta , al final , que
debemos racionalizar el resultado, es decir , eliminar las raices del
denominador.

2- El trabajo es analogo.

3-La respuesta correcta es b)



9 97

o |81
Al sustituir y operar nos quedaria ,|— =——==——
V28 2J7 14
4-La componente horizontal F,=14,1 y la vertical Fy=14,1

Fy N
F Fy
45°
_ .
A F C

. N F .
Para determinar F, debemos fijarnos que cos45°:ﬁ obteniendo F=14,1.

Anéalogamente se precede para Fy,

5- La respuesta correcta es c)
Solo tienes que tener en cuenta el concepto de angulos complementarios, es
decir, dos angulos agudos que suman 90°.

Trabajo Independiente
1-Muestre que:

sen?45% cos0® +1 tanQ°
a) 5 ot —C
2s5en90”.tan 60 2
b) \/coszoo +1tan30°45°.sen90°
1+3tan30°

0s30° = ﬂ
2

1

2-Determine una solucion de cada una de las siguientes ecuaciones
a)senx=cos 30°

b)sen17%=cos x

C)senx=cos

Respuestas y/o comentarios

1-En ambos casos hay que sustituir los valores de los angulos notables y tener
en cuenta que estamos trabajando dentro de un radical y que debemos , al
final, escribir la respuesta en la forma mas simplificada posible.

2-

a) x=60°

b) x=73°

c) x=45°

En este ejercicio solo debemos tener en cuenta el concepto de angulos
complementarios.

Identidades trigonométricas.

Las razones trigonométricas de un angulo estan relacionadas entre si por
algunas igualdades que se conocen como identidades trigonométricas
fundamentales debido a las numerosas aplicaciones que poseen y que es
conveniente aprender de memoria.



Pero,s,qué es una identidad?¢sabes diferenciar una identidad de una
ecuacion?

Las ecuaciones son igualdades que al menos contienen una variable, en la
escuela casi siempre resolvemos ecuaciones en una variable, y sus soluciones
generalmente son valores finitos, esto es lo reverso de una identidad, las
identidades se cumplen para todo o casi todos los valores del dominio.
En grados anteriores has trabajado con identidades algebraicas, aunque
seguramente no te has dado cuenta, por ejemplo:
e X?— 4= 5 es una ecuacion , ya que se cumple para determinados valores
finitos , en este caso x=-3y x= 3
e X?-4 = (x+2) (x-2) es una identidad algebraica que se cumple para todos
los valores reales

x> —4

X—2
valores reales diferentes de 1, ya que para x = 1 se anula el denominador y se
indefine el miembro de la izquierda.
Después haber realizado esta observacion veamos lo siguiente.

=X+2 es una identidad algebraica que se cumple para todos los

A continuacién tenemos un triangulo ABC rectangulo en C
B

a

C A
b

En el cual se cumple que:

a’+b®=c? ( Teorema de Pitagoras)

Sabemos del algebra que si dividimos toda la igualdad por ¢ ( c#0) la misma no
se altera, es decir :

Dividiendo por ¢ obtenemos

2 2
a b
c c
Esto ultimo significa que:
sen®a+cos?=1 para 0°< a< 90°, y este resultado se conoce con el nombre de

Identidad Fundamental de la Trigonometria

De forma parecida podemos arribar a otros resultados que estan resumidos en
el siguiente teorema:

Teorema

Se cumple:
a) sen’x+cos?x= 1
senx
b) tanx=——-
COSX
1

052 X

(x =90°%)

c)1l+tan’=
c




¢, Coémo se demuestra una identidad?

Pues podemos asumir dos caminos clasicos

1- Trabajar con un miembro y realizando transformaciones logicas arribar al
otro.

2- Trabajar con ambos, por separados, y llegar al mismo resultado

Veamos un ejemplo:

Demostrar que:

cos’x — sen“x = 2 cos’x — 1

S/

Para demostrarla debemos escoger el miembro en el cual comenzaremos a
trabajar, que generalmente sera el que mas posibilidades de transformacion
nos brinde

En este caso comenzaremos por el miembro de la izquierda

MI:

cos’x — sen’x

Si te fijas esto es una diferencia de cuadrados, sin embargo, al observar el MD
nos damos cuenta que debemos llegar a una expresion que solo admita
coseno, es por ese motivo que lo mas conveniente seria transformar sen®x (
aplicando la identidad fundamental

cos®x — sen®x= cos’x — ( 1 — cos?X)= cos®x — 1 + cos®x= 2 cos’x — 1 que es
precisamente el miembro de la derecha como se pedia.

A continuacién te proponemaos varios ejercicios para gue comiences a adquirir
habilidades en la aplicacion de lo estudiado

1- Transforma las siguientes expresiones de modo que solo contengan la
razon trigonométrica que se indica y calcula su valor numérico para el dato
correspondiente

1 4
+ x#0° ('senx , dato senx = — )
1+cosx 1-cosx 5
1
tan’x 17 tan? 5
Z.fan X .00 90° (tanx , dato cosx = — )
1+tan® x 1 13
tan’ x
2- Simplifica las siguientes expresiones tanto como sea posible
1 COS X
a) + x#0°

1+cosx sen?x

—tan® x x290°

b) —;
COS” X

1 cos? X
+

5 5 x20°
Sen“x  sen-x

c)

3- Prueba que se cumple:
a) cos’x —sen®x=2c0s*-1

1
tan’x  tan® x
c) sen®+ senx-cos®x=senx

2
d) (1+ cos Xj-senzx: 1

b) cos®x + cos®x-

sen?x



Respuestas y/o comentarios

a) R/ 22 ............... valor numérico v.n= é
sen-x 8

b) R/ tan®x
En este caso, como solo disponemos del valor del coseno, basta escribir tanx
en funcién de cosx, para ello debemos recordar la identidad

1+tan®x= 12 (x = 90°)
COS“ X
- tan®= >——1y sustituyendo tendremos que v.n= L > -1= 169 -1= 144
COS* X 5 25 25
13
2-
1
a) >
sen“x
b) 1
c)1l

Trabajo individual
Demostrar que:
1-( 1 +tan®x)- (1-cos®x)=tan®x

1 1 2
2- + = 5
l1+senx 1-senx coOSs”X
1 1 2
3- >——tan = 5
COS” X 1-senx cos‘ X

Ejercicios sobre identidades trigonométricas.

Debes recordar que:

Para demostrar una identidad puedes transitar por varios caminos

Pues podemos asumir dos caminos clasicos

1- Trabajar con un miembro y realizando transformaciones légicas arribar al
otro.

2- Trabajar con ambos, por separados, y llegar al mismo resultado

Para demostrarla debes escoger el miembro en el cual comenzaremos a
trabajar, que generalmente serd el que mas posibilidades de transformacién
nos brinde.

1-Probar que se cumple:
a) (1-senx+cosx)’=2(1-senx) (1+senx)

1
9 1+ 5
1+tan? x 1
tan? x

c) (senx+cosx)*+(senx-cosx)? = 2

tanx +

tan’y tanx
tany

d)

+tany
tanx



1 1
e) tan’x+——— = ———+tan’y
cos’y cos’x

Comentarios sobre las respuestas y/o soluciones

Las transformaciones que se realizan en el desarrollo de la demostracion de la
identidad no siempre conducen al camino correcto, pueden existir trayectorias
que no conduzcan a la racionalidad de la solucién, es ahi donde debemos
encaminar nuestros esfuerzos para lograr habilidades en el manejo y
operatividad de las identidades.

Cada estudiante escoge el camino a seguir para lograr el objetivo.

a) fijate que se trata de un trinomio al cuadrado, por lo que si no sabes la regla
entonces bastaria multiplicar una vez por el mismo y luego agrupar términos
semejantes

(a+b+c)?= a3+ b3+c®+2(ab+ac+bc)

Trabajo individual
Demuestre que las siguientes igualdades son ciertas
a) cos’x+sen’x=1- 2sen’x

1 1
b) tanx+ =
tanx senx-cosx
1 Senx+cos X
c) senx (1+tanx)+cosx(1+ )=
tanx cosXx.senx
senx 1 1
d) + =
1+cosx tanx  senx
1
e) 1-tan’x= 2- ——
COS” X

Tablas trigonométricas

No siempre es posible calcular con angulos notables ni determinar las razones
como se hizo anteriormente con varios de ellos, es muy engorroso e inexacto,
es por eso que en el trabajo con las razones trigopnométricas se utilizan valores
gue han sido calculado y con suficiente precision. En estas tablas el valor de la
razon aparece en la interseccion de la fila que corresponde al niumero de
grados y la columna que corresponde a las décimas. Existen tablas que en la
misma pagina aparecen los valores del seno y del coseno, teniendo en cuenta
gue cada valor corresponde al seno de un angulo y al coseno del angulo
complementario, para el seno los grados aparecen en la columna del extremo
izquierdo y crecen de arriba hacia abajo y para el coseno los grados aparecen
en la columna del extremo derecho crecen de abajo hacia arriba. En la tabla
solo aparecen las cifras decimales,la parte entera que es 0O para todos los
valores se escribe unicamente en la columna que corresponde a 0 décimas.



seno

P A O s TR )

0 00000 00017 Q035 .. 005 0122 040 0187 0178 89
T T A O T T
200049 036 0384 .. 0454 o411 oamn  osos ol M
) 0052) 0S4l 0SSS .. 0628 64 0663 0680 0698 86
4 0069 0715 0792 .. 0802  OBI9  OB))  OBS4 0872 S
S 00872  OSBY  0906 .. 0976 099 1011 1028 1045 44
6 01045 1063 1080 .. 1149 1167 1184 1200 1219 83
704219 1236 128 1923 130 13§74 1392 82
19 06299 6307 6320 .. 6374  6ME 6401 6414 6428 80
40 06428 6441 6455 6508 6521 6534 6547 6561 49
4L 06561 6574 6587 .. 6639 6652  G66S 6678 6691 48
2 06691 6704 6717 . 6769 6782 6794 6407 6820 47
43 06820 6833  6B4S .. 6896 6909 6921 6934 6947 46
44 06947 6959 6972 = 7022 7034 1046 7059 7071 45
9 5 4 3 2 1 0%, g

coseno

Veamos como “buscar “ en la tabla

1- Busca en la tabla :

a) sen32°

b) cos35°

c) sen47,5°

d) cos 59,3°

a) En este caso en la columna mas a la izquierda en la tabla encontramos la fila
que comienza con 32 y en la interseccién con la columna encabezada por “,0 “
encontramos el valor buscado: 0,5299, luego sen32°= 0,5599.

b) En este caso se trata del coseno y debemos buscar 35 en la columna mas a
la derecha en la tabla, no aparece en esta pagina si no en la siguiente .En la
interseccion de eta fila con la columna en cuyo pie aparece ,0 encontramos el
valor buscado: 8192. Luego cos 35°= 0,8192



seno

G Wil ol o8 eas 21

30 5000 5105 3120 3130 59
3 5150 32535 33270 3299 58
3z 5299 5402 5417 S446 57

LR $440 55438 $56) $592 56
34 592 569) $T07 $736 55§

15 L3 AT 5818 $850 SATS  S4

(Lo, A p aroeas G

COSEnn
n)

aeno

G O o 3 VUt il

- -

4SS 7071 7133 7145 TI93 44
46 7193 7254 7266 7314 43
47 7314 7373 7388 7431 42
sY 7986 8039 $049 %090 36
sS4 8090  B14) $151  £192 23S

«osenod

c) La fila que su extremo izquierdo comienza por 47 aparece en la interseccion
de esta fila y la columna en cabezada por “5” encontramos 7373.Luego
sen47,5% = 0,7373.

d) Analogamente se llega a que cos 59,3°= 0,5105.

Es conveniente aclarar que si los angulos aparecen con una precision mayor
que las décimas , se hace necesario redondear y en ese caso se esta
introduciendo un error, esto significa que no todas las cifras de la tabla se
pueden asumir correctas, en estos casos solo resultan correctas tres de las
cuatro que da la tabla y eso hace que la precision del resultado final quede
limitada a tres cifras significativas. Existen otras tablas que tienen un mayor
numero de cifras mas precisas.

Por ejemplo, si buscaramos sen 54,18° debemos redondear la amplitud a las
décimas, que es la precision de la tabla y obtenemos 54,2°.En la tabla
encontramos sen54,2°=0,8111. Como no podemos garantizar tantas cifras
damos el resultado con tres: sen54,2°=0,811

A continuacion veremos el procedimiento cuando se nos presente lo siguiente:

-Buscar cos 77°20



En este caso debemos expresar los minutos como una fraccion decimal de
grado.

0
Tenemos 20'2[%} =0,333%luego  cos77°20'= cos77,333° y redondeando

hasta la décimas obtenemos 77,3°.

-.cos 77,3°=0,2198 y cuando redondeamos resulta 0,220.

Debes tener en cuenta que en la practica la mayor parte de los nUmeros que
surgen son valores aproximados como los de este ejemplo, sin embargo,
mantenemos el convenio de escribir el signo de igualdad en todos los casos.
En el caso de tangente y cotangente la estructura de la tabla es similar, aunque
debemos recordar que no siempre la parte entera es cero, ya que los angulos
mayores que 45° sus tangentes son mayores que 1.

A continuacion te proponemos lo siguiente:

sen35,2° +cos57°

tan57°
2- En el AABC rectangulo en C, se tiene que ¢=12,3y a = 67,3°. Calcula a.

1-Calcula

Comentarios

1- 0,728 (todos los valores utilizados han sido redondeados a tres cifras)
2-11,4 ( en este caso se trata de valores que proceden de mediciones con
tres cifras significativas, el resultado debe tener también tres cifras
significativas)

Trabajo independiente

Recuerda que: No siempre tenemos a mano una calculadora personal, es por
eso que debemos estar bien preparados para cualquier eventualidad.

1- Busca en la tabla los siguientes valores y comparalos con el resultado de tu
calculadora personal

a) sen14°

b) sen3’®

c) cos76°

d) cos23,3°

e) sen23,12'

f) tan71,85°

g) sen20,15’

2- Halla una solucién de las siguientes ecuaciones:
a) sen 25,4%=y
b) cos2°37’ = x

Resolucién de ecuaciones trigonométricas sencillas

Te proponemos resolver ecuaciones trigpnométricas sencillas, pero para ellos
debes tener bien presentes lo estudiado sobre razones trigonométricas y uso
de tablas, ya que, en su mayoria los angulos con los que trabajaras no son
notables.

1- Resolver si 0% < x 90°

1
a) senx = —
2



b) cosx:§

c) sen x = 0,5240
d) tanxa = 0,904
e) cos x=0,81

Comentarios

a) 30°, esta razén no es necesario buscarla en la tabla y/o cp ( calculadora
personal) ya que corresponde a un angulo notable

b) 30° esta razén no es necesario buscarla en la tabla y/o cp ( calculadora
personal) ya que corresponde a un angulo notable

c) 31,6°

d) 42°

e) 35,9°

2- Los catetos a y b de un tridngulo rectangulo miden 5,26 cm y 3,42 cm
.Calcula el angulo B.

3- La proyeccién horizontal de una fuerza es 41 N. Si su médulo es 50 N, ¢ cudl
es el angulo que forma con la horizontal?

4- Resolver si 0°< x 90°
a) 4senx — 1= senx

b) cos®x= 3
4

Comentarios

1-

a) 30°, esta razén no es necesario buscarla en la tabla y/o cp ( calculadora
personal) ya que corresponde a un angulo notable

b) 30° esta razén no es necesario buscarla en la tabla y/o cp ( calculadora
personal) ya que corresponde a un angulo notable

c) 31,6°

d) 42°

e) 35,9°

2-

R/33°

En este caso los datos representan valores procedentes de mediciones con
tres cifras significativas, la respuesta debemos darla con 3 cifras

a=5,26

b=3,42



En la figura se aprecia que tan B:% =0,650 y en la tabla 6 cp encontramos

que corresponde a 33°

3- R/ 34,9°

Sea a el angulo que forma la fuerza con la
horizontal se aprecia  que cosa=

- F, 41 ]

F —-=—=082, bastaria buscar en la tabla la

F 50

sucesion de cifras 0,820 y encontramos
a=34,9°

4-

a) x= 30°

Al agrupar términos semejantes nos queda una razén trigonométrica conocida.
b) x= 30°

Coincidentemente el &ngulo es el mismo, pero lo que importa es el trabajo que
se realiza para llegar a él, en este caso nos interesaria llegar a cosx=...... por lo

gue pasando de potencia a radical obtenemos que:

3 3 . ) "
COoSx=t+ ria 7( nos interesaria solo el valor positivo)

Trabajo independiente
1- Halle una solucién para las siguientes ecuaciones

a) 2cos’x+2=3

b) 10 sen’x+3 =2 sen’x+10
c) cos’x—cosx =0

d) 2sen’x—senx=0

Comentarios sobre las soluciones

1- 45°

2- 69,3°

En este caso debes fijarte que después de agrupar términos semejantes y

despejar resulta que sen’x = % =0875, aun faltaria encontrar /0,875 = 0,9354

..senx=0,9354

3-0°, 90°

Primeramente debes aplicar tus conocimientos del algebra para transformar la
expresion en un producto, en este caso debes fijarte que puedes extraer factor
comun cosx ,, es decir

cosx (cosx-1)=0, y de aqui resultan dos ecuaciones sencillas:

cosx=0y cos x=1

4-0°, 30°

El procedimiento es analogo



Resolucion de ecuaciones trigonomeétricas sencillas

Continuaremos el trabajo anterior para desarrollar habilidades en la resolucion
de ecuaciones trigopnométricas que requieran mas trabajo algebraico en el
camino para encontrar definitivamente sus soluciones.

1- Encontrar los valores de x, 0° < x < 90° que satisfagan las siguientes
ecuaciones

a) (senx+cos x)* - 2senxcox - 2senx=0

b) sen®x - 3senx+2=0

c) 2sen®x -4= 5 cosx

d) 3 cos®x= 7 — senx

e) 3 tan’x=1 + 2 tanx

f) 2cos® x +4sen’x =3

g) cos’ x —% =sen’x

h) 4cosx =
COSX
i) tanx = 3
tanx

soluciones y/o comentarios

1-

a) 30°

Después de efectuar el binomio al cuadrado debes fijarte que sen®x+cos?x= 1 (
identidad fundamental) y luego de reducir términos semejantes resulta

1
Senx=—
2

b) 90°

Estamos en presencia de un trinomio que al descomponerlo resulta:

(senx-2) ( senx-1)= 0, obteniendo senx=2 0 senx=1

En el caso de senx=2 es imposible ( ya habiamos discutido que los valores del
seno no sobrepasaban el valor 1, ya que era la razén entre un cateto y la
hipotenusa.

El otro caso senx= 1 ya es conocido.

c)S={}
Al transformar toda la expresion en funciébn de una sola funcién ( cosx)
obtenemos la ecuacién cuadratica 2cos*x+5cosx+2=0 obteniéndose

Cosx:-% 06 cosx=-2

d) x=90°
El trabajo es analogo, se obtiene 3sen®x-7sen+4=0 y al descomponer en
factores resulta: (3senx-4) (senx-1)=0, llegando a:

4 .
senx= 3 (nts) 6 senx=1 x=90° nota: n.t.s significa “no tiene solucién”

e) 45°
Obtenemos una ecuacion de segundo grado que arroja lo siguiente:
tanx=-3 (n.t.s.) ytanx=1 x=45°

f) x= 45°



g) x=60°

Esta ecuacion tiene dos caminos de acceso a su solucion:

Podemos convertir toda la expresion a otra equivalente que dependa del
coseno O a otra que dependa del seno , pero en ambos casos, aunque las
expresiones resultantes no tengan la misma sintaxis arrojaran siempre las
mismas soluciones.

h) x= 60°
i) x=60°

Trabajo independiente

Para el estudio independiente te proponemos lo siguiente:

1-Los catetos de un triangulo rectangulo ABC miden respectivamente:

1,02 cmy 3,93cm , determine la amplitud de sus angulos interiores agudos.

2-La hipotenusa c y el cateto b de un tridngulo rectdngulo ABC miden

respectivamente 5,23 cmy 2,41 cm ,determine la amplitud del angulo a.
3- Resuelva
3

COsX

—2=C0SX

Soluciones y/o comentarios

1- 75,4°y 14,6°

2-62,6°

3-0°

En este caso estamos en presencia de una ecuacion fraccionaria por lo que
debemos “eliminar” el denominador para que nos resulte mucho mas facil, esto
lo conseguiremos multiplicando ambos miembros por cosx obteniendo:
3-2cosx=cos’x ,que es una ecuacién de segundo grado resultando, luego del
trabajo correspondiente:

7

cosx=-3 (n.t.s) & cosx=1

Resolucion de ecuaciones trigonomeétricas sencillas
Continuaremos desarrollando habilidades en la resolucién de ecuaciones
Trigonométricas sencillas.

1-Encontrar los valores de x, 0° < x < 90° que satisfagan las siguientes
ecuaciones

a) 3(1+cosx)=2sen®x

b) 4 - 4cosx=3sen®x

c) 6-6c0s’x=2+senx

d) tanx—izl
tanx

=1

e) tan®x +
COSX

senx 1
D=3
l-senx 3

Q) 2senx—~/3tanx =0



sen’x Zsenx+

cos’x  COSX
g) senx- 3cosx =0
h) sen2x=1

h) 1=0

Respuestas y/o comentarios
a)-J , en este caso no podemos encontrar soluciones que satisfagan las
condiciones

b) 0°, 70,5°
c) 41,8°

d) 58,3°

debes fijarte que es una ecuacion fraccionaria, al eliminar el denominador
llegards a una ecuacion cuadratica que ya conoces el procedimiento para
resolverla.

e) 0°, todo es analogo al anterior trabajo.

f) 17,5°
En este caso, como puedes “multiplicar cruzado” y llegaras a una ecuacion
cuadratica

g) 71,6°

debes fijarte que para obtener una razén puedes transponer hacia el miembro
derecho 3cosx y dividir luego toda la expresion por cosx obteniendo de esa
forma tanx=3 y al buscarlo en la tabla 6 en tu calculadora personal obtienes
aproximadamente 71,6°

h) 45°
De forma intuitiva puedes darte cuenta que el valor de x debe ser 45° para que
multiplicado por 2 nos de 90° que es precisamente el &ngulo cuyo seno es 1.
Pero esto se puede interpretar de esta otra manera:
Debes preguntarte cual es el angulo cuyo seno es 1 , es evidente que la
respuesta a esta pregunta es 90°, luego escribiremos:
sen2x=1

2x= 45°
Peroocomo estamos buscando el valor de “x” solo restaria despejar y obtener
X=45",

Trabajo independiente
1-Una fuerza de 60N y su proyeccion horizontal de 24 N forman un angulo ¢
.¢,qué amplitud tiene dicho angulo?

2-La proyecciones horizontal y vertical de una fuerza F son de 35N y 42N
respectivamente. Determina el angulo que forma la fuerza F con la horizontal.

3- Resuelva:
1

ooz, Tt x-3=0
—Senx



Soluciones y/o comentarios
1- 66°
2- 50°
3- 45°
1
1-sen’x cos’x
Por lo que substituyendo nos quedaria:
tan®x +1 +tan®x-3=0
resultando tanx=1...y esto se cumple cuando x=45°.

En este caso debes fijarte que =tan®x+1

Razones trigonométricas de angulos obtusos

Hasta ahora hemos realizado el estudio de las razones trigopnométricas de
angulos entre 0° y 90° incluyendo éstos, pero los mismos no son los Unicos
angulos con los que es necesario trabajar. Por ejemplo, conocemos de la
existencia de triangulos obtusangulos,

¢sera posible determinar las razones trigonométricas del angulo obtuso de
este tipo de triangulo?

Para continuar con el estudio de las razones P
trigonomeétricas del resto de los angulos es necesario

introducir nuevas definiciones las que se estudiaran en el

presente epigrafe.

Consideremos un triangulo OMP rectangulo en M. O

Si tomamos como unidad de medida la

hipotenusa OP de este triangulo y la P
hacemos girar alrededor del extremo O en
el sentido positivo (contrario al movimiento
de las agujas del reloj), su otro extremo P
describira una circunferencia de radio M
igual a la unidad de longitud (OP). O

La circunferencia descrita de este modo
recibe el nombre de circunferencia
trigonométrica y el circulo determinado por
ella se llama circulo trigopnométrico.

De ahora en adelante el circulo Fig 1
trigonométrico sera una figura importante
para obtener las razones trigonomeétricas de otros angulos, asi como para

deducir nuevas propiedades de ellas.

Anteriormente se ilustr6 como definir las razones trigopnométricas en un plano
coordenado. Esta idea puede ser utilizada para definir razones trigonométricas
en angulos que no son agudos.

En la figura 1 se representd convenientemente un triangulo rectangulo en un
sistema de coordenadas rectangulares. Para llevar a la practica esta idea
representamos un circulo trigopnométrico en un sistema de coordenadas
rectangulares.



En este sistema todo angulo puede ser colocado (y de manera Unica) de forma
tal que su veértice coincida con el origen de coordenadas, uno de sus lados
(Ilamado lado inicial) coincida con la semirrecta positiva OX y que el otro lado
(lamado lado terminal) quede ubicado (a partir del lado inicial) en la zona
barrida en sentido contrario a las manecillas del reloj.

De esta forma, el lado terminal de cada &ngulo interseca en un Gnico punto a la
circunferencia y podemos asociar al angulo ese punto de una manera univoca.
Esto nos permite definir las razones trigonomeétricas usando las coordenadas
de esos puntos.

Para escribir las razones A
trigonométricas  expresamos
en funcion de las coordenadas
de P, los lados del triangulo
gue se forma al proyectar el

punto P sobre el eje x ( figura lado terminal
3)

En este caso OQ=x, PQ=y, >

op ° Q=Y k—>Iado inicial
OP =/x? +y? (Es importante

observar que r siempre es

positivo).

Luego vamos a formar las
razones trigonométricas para

angulos en los diferentes Fig. 2

cuadrantes.

Para angulos [0°; 909: | A
_Y_

senZPOQ ===

y
VX2 +y?
X

X Fixiy)
cos /POQ="=——— - i
r [XZ +y2 ~ -c; 5 h;
tan ZPOQ = X, cot ZPOQ _X
X y
/ 2 2
secAPOinzu,
X X
2 2
cscPOQ =L =YY (4 yz0) Fig.3
y y

Obsérvese que estas razones son las mismas que se habian definido
anteriormente.

Consideremos ahora angulos en el intervalo [90°; 180°] (Il cuadrante).

“n

Al proyectar el punto P sobre el eje “x” se obtiene un triangulo rectangulo
similar al que se lograba en el primer cuadrante (figura.4).



Las razones trigonométricas del angulo POQ serian:

senLPOQ:X:L, cosAPOinz X

F 3 X

tan ~/POQ =Y, cot /POQ =2
X y

2 2

En este caso la abscisa del punto es
negativa y la ordenada positiva, es
decir,x<0ey>0.

180°-<x

il _L X +y
9 \ sec Z/POQ = P
Y ! e 2 2
X
~ / v | ezt T g
y y

Si el &ngulo esta en el lll cuadrante
Fig. 4 [180°; 270°] (figura.5) entonces para
el angulo POQ tenemos:

y y
vk sen/POQ=>=——2—
r /x2+y2
X X
cos /POQ="=—"—
r /x2+y2
X

|— D > tanAPOQ:%, cotgpony

AP 2,2
% VX
’ secLPOQ:L:—er
X X
X2 + 2
cscsPOQ =" =YYy y#0)
y y
Fig.5
Observe que en este caso x<0ey<0.
Para un angulo del intervalo [270°; 360°], A

0 sea, del IV cuadrante (figura.6).

Las razones trigonométricas del angulo
POQ serian:

y y
sen/POQ === ——

r /X2+y2
cos ZPOQ _X_ X

_Y _X :
tan ZPOQ = o cot ZPOQ = y Fig.6



2 2 2 2
seczPOQ:L:—X ty ,Csclponlz—Vx +y (x, y # 0).
X X y y

Observe que eneste casox>0ey<0.

Como se observa en todos los casos, las razones trigopnométricas en funcion
de las coordenadas del punto de interseccion del lado terminal del angulo y la
circunferencia trigopnométrica tienen la misma estructura, solo se diferencian en
el signo de las coordenadas del punto que dependen de la posicion de este en
el plano coordenado. Por lo que definimos:

Definicion:
Sean o un angulo y P(x;y) el punto que le corresponde en la circunferencia
trigonomeétrica de radio r, entonces r=+/x? + y? y definimos:

seno=Y =Y cosa=X- X tanaz% ( 0£90°% 0£270°)

Con esta definicion las razones trigonométricas pueden ser negativas, pero el
seno y el coseno en médulo no pueden ser mayores que 1

\-1SSenas1 y -1<cosac<l \

Veamos un ejemplo:

Calcular las razones trigonométricas de 150°

Sea P(x;y) el punto que corresponde al angulo 150° en la circunferencia y P’ su
proyeccion sobre el eje x .

Te puedes dar cuenta que P se encuentra en el Il cuadrante por lo que
/POP’=30° y trabajando en el A POP'rectangulo en P’ se tiene que :

V3

y:%r y x:—7r ( debes notar que en el Il cuadrante x< 0

luego:
1
sen150°= Y= _2 _ > (=sem0’)
r r 2
53,
cos 150°= 52_2_:£ (= cos30°)
r r 2
L
tan150°:¥=— 35 =—%=—§ (=—tan30°)
2

Como puedes observar las razones de 150° coinciden en valor absoluto con
las de 30°.

Ademas este ejemplo ilustra que ellas pueden ser positivas 0 negativas y que
su signo depende de los signos de las coordenadas de los puntos en los
diferentes cuadrantes.

En resumen:



El seno es positivo donde lo es “y”, es decir, | y Il cuadrantes

El coseno es positivo donde lo es “X”, es decir, | y IV cuadrantes.

La tangente es positiva donde ambas coordenadas tiene el mismo signo, es
decir, 1 y lll cuadrantes.

Ejercicio 1:

Calcula las razones trigonométricas de:
a) 120°

b) 240°

c) 315°

Respuestas y/o Comentarios:

e

a) Sen120°= = coleOO:—% tan120°= —/3

debes fijarte que 120° y 60° son angulos suplementarios por lo que las razones
de 120° coinciden modularmente con las de 60° , solo tienes que tener en
cuenta que por encontrarse en el Il cuadrante solo el seno seria positivo.

V3

b) Sen240°= — > c0s240°=— % tan240°= /3

En este caso, el punto P estaria en el lll cuadrante por lo que el &ngulo POP’
tendria una amplitud de 60° esto quiere decir que las razones de
240°coicidirian modularmente con las de 60°, solo tendrias que tener en cuenta
que en este cuadrante seno y coseno son negativos.

c) Sen315°= —g cosBlSO:g tan315°= —1

En este caso, el punto P estaria en el IV cuadrante por lo que el angulo POP’
tendria una amplitud de 45° esto quiere decir que las razones de
315%oicidirian modularmente con las de 45°, solo tendrias que tener en cuenta
que en este cuadrante seno y tangente son negativos.

Trabajo individual
1-Halle las razones trigonométricas de

a) 135°

b) 210°

c) 300°

respuestas y/o comentarios

a) Sen135°= % c03135°:§ tan315°= 1

b) Sen210°= —% cosz1o°:—§ tan315°= ?

V3

c) Sen300°= - cosSOOO:% tan315°= /3

Ejercicios y problemas sobre razones trigonométricas

A continuacion te proponemos ejercicios y problemas para que puedas adquirir
habilidades en el manejo de las razones trigonométricas de angulos menores
que 360°.




1- Si senb= —% entonces:

a)__0ellC b)__0ellylliC ¢) _0ellCyIVC d)_ 0cliCy IVC

2- Si sena <0 y cosa > 0 entonces:
a)__aelC b) _6€llC c)_ 06elllC d)__6elvC

3-Si tana<0 y sena<0 entonces
a)_  oaellC b)) aellC ¢  aellCyIVC d)_ _aclllC

4-Analice la veracidad de cada una de las siguientes combinaciones.
a)___ sena>0, cosaa <0y tana <0

b)  sena<0, cosa >0y tana >0

c)___ seno>0, cosaa >0y tana <0

5-De las siguientes combinaciones sefiale cuales son verdaderas. Fundamente
en caso de de ser falsas.

a) __ send>0 ,cosd=0Yy tand no definida

b) _ sendé<0 ,tand=1 y -1<cosd <0

c) __ send=0 ,cos6=0y tané=0

6- En cada uno de los casos determina las razones trigonométricas del angulo
0 bajo las condiciones dadas:

a) sene:% yoellC

b) cosb= —% y sen6 <0

Respuestas y/o comentarios
1-d
2-d
3-b
4-a) VvV
b) F
c)F
5-
a)V (necesariamente § estaria en | y/o Il C y solamente cosd seria 0 en 90° y
para este angulo la tangente no existe)

b) V (necesariamente § estarfa en IlIC por lo que & serfa 225°
c)F
En este caso la tangente no estaria definida
6-
a) Cose:—ﬂ tan6= —ﬂ
4 7
Debes recordar la identidad sen®® +cos?0 = 1, esta identidad involucra seno y
. . . 3 :
coseno de un mismo angulo, basta sustituir por el valor de sen6=z y despejar

cosb, pero debes tener en cuenta que 0e Il C por lo que tomariamos el valor
negativo.



242 37

b) senb=—— ytan6=——
3 7
El trabajo es similar, solo debes darte cuenta que bajo las condiciones dadas 6

se encontraria en el Il C y en este caso sen® seria menor que cero y la
tangente positiva.

Trabajo independiente

1-Si P(-4;8) es un punto de una circunferencia que pertenece al lado terminal
del angulo x

a) En qué cuadrante se encontraria el angulo x?

b) Calcula senx, cosx, y tanx.

Ejercicios y problemas sobre razones trigonométricas

Continuaremos desarrollando habilidades en el calculo trigonométrico a través
de la resolucién de ejercicios y problemas donde estén presentes las razones
trigonométricas.

1-En cada uno de los incisos siguientes se da un punto de la circunferencia
trigonométrica que pertenece al lado terminal de un angulo X. Determina las
razones trigonométricas de dicho angulo y el cuadrante al que pertenece en
cada caso.

ar=2 y P+J3)
b)r=2 vy P(02)

Or=+2 y P(-/2)0)

2- En cada uno de los siguientes casos determina las razones trigonométricas
de dicho angulo 6 bajo las condiciones exigidas.

a) senezg y c0s6<0

b) cosez—% y senf<0
3

C) tanO:—Z y co0s6>0

3-Conocidos tana = % y 180° <o < 270°. Calcula sena y coso.

4- En la tabla siguiente se dan valores de las razones trigopnométricas para un
angulo a en determinado intervalo. Determina en cada caso el valor pedido

180%a<360° | 90%<a<180° | 90°<a<270°
dado 3 sena=0,4 sena=0,1
cosa = 2
Se busca | sena cosa tana
5- Calcula

\/tan180°.sen270° —c0s180°.sen90°
—4sen270° +5c0s360°



Respuestas y/o comentarios
1-

a)senx:73 cosx:% tanx = /3 xelC

b) senx=1 cosx= 0 tanx= no definida x es un angulo axial
c) senx=0 cosx=-1 tanx=0 x es un angulo axial

2_
a)0ellC cosOH= —g tano = —ﬁ
b) senb = —¥ tan0 = 242
C) send = 3 cos0 = 4
5 5
2,13 313
3- seno. =——— coso =————
13 13
180%<a<360° | 90°%<0<180° | 90%°<a<270°
dado 3 sena=0,4 sena=0,1
cosa = "
Se busca 7 J21 J1
seno=—- — COSO=——= | tana=——=
4 5 33
5. 1
3

Trabajo independiente

1- En la tabla siguiente se dan valores de las razones trigonomeétricas para un
angulo o en determinado intervalo. Determina en cada caso el valor pedido

0°<a<180° 90%<a<270° | 270%a<360° 90%a<180°
dado 1 1 2 3
coso =—— seno=—— COoSso=— seno=—
4 5 10
Se busca | sena= cosa tana tana

2-Si a=30°, b=180%c=90° y d=270°, calcula
sen’a+2cosb
tan’b +senc
b \/cosz a+2sena
senc+tanb




Formulas de reduccion

Hasta ahora hemos calculado las razones trigonométricas de algunos angulos
obtusos utilizando los valores correspondientes de ciertos angulos agudos;
estas ideas pueden generalizarse para reducir el calculo de razones
trigonométricas a los angulos agudos.

| 7Y

o Teorema 1:
~&/ \ Si a es un angulo agudo entonces se
G r s cumple:
- - a) sen(180%a)= sena
> 0 x b) cos(180%a)= - cosa
c) tan(180°%-a)= -tana
180°- <x

@ Copyright Cesoftadd, 2005

La demostracion de este teorema es casi evidente por lo mismo que hemos
venido trabajando en el trabajo de razones trigonométricas de angulos obtusos
ya que si nos fijamos en la figura tendremos :

sen(180° —(x)=#=sen(x
X2 +y?
cos(180° — o) - X __ _cosa

tan(180° —a) = Y _ _tana
X

Observa que por ser o un angulo agudo entonces 180°%-o. es un angulo del Il C.
En la practica , para calcular las razones trigonométricas de un angulo del Il C
se resta de 180° y se toman las razones del &ngulo agudo obtenido con el
signo que le corresponde en el Il C.

Ejemplo1l:

Calcula cos 153,7°

R/ Como este angulo es el del Il C entonces calculamos su suplemento
180°-153,7%= 26,3°

. cos 153,7°= cos( 180°-26,3°%) = -c0s26,3°= -0,8965



Teorema 2:

' i Si a es un angulo agudo entonces se
cumple:

a) sen(180%+a)= -sena

b) cos(180%+a)= - cosa

c) tan(180°+0)= tana

@Copyright Cesoftad®, 2005

| ' Teorema 3:
7 \ Si o es un angulo agudo entonces se
cumple:
<o 300 a) sen(300%a)= -sena.
A b) cos(300°-a)= cosa
c) tan(300°%-a)= -tana.
< 0
= g

@ Copyright Cesoftadd, 2005

La demostracién de estos ultimos teoremas puedes realizarla como trabajo
independiente, son analogas a la demostracion del Teorema 1 de la clase.

Veamos dos ejemplos donde se apliquen estos teoremas

Ejemplo 2:

Calcular tan231,4°

R/ 231,4° es un angulo del 1l C entonces calculamos 231,4° -180° = 51,4° y
como la tangente es positiva en este cuadrante podemos escribir que:
tan231,4°=tan51,4%= 1,2527

Ejemplo3:

Calcula sen321,2°

R/ 321,2° es un angulo del IV C entonces calculamos 360° - 321,2°= 38,8°
Luego: sen321,2°= -sen38,8°= -0,6266

Podemos resumir que para calcular las razones trigonométricas de un angulo
obtuso hallamos su diferencia con el mas préximo entre los valores 180° y
360°, las razones trigonométricas coincidirdn en médulo con las de la
diferencia y tendran el signo que corresponde al cuadrante. Para esto es
conveniente esbozar el angulo en un sistema de coordenadas para una mejor
comprension de la situacion.

Trabajo Independiente
1- Completa la siguiente tabla para que al final quede en tus manos un
resumen de las formulas de reduccion.



180%a | 180%ca | 360%a

sen

COS

tan

2- Calcula los valores siguientes:
a) sen 135°

b) sen 121°

c) cos 315°

d) sen 312°

e) tan149,9°

Respuestas y/o comentarios

1-

180%0. | 180%a | 360%a,
sen | seno -sena -sena.
COS | -cosa. | -cosal cosa
tan | -tana | tana - tana
2-

a) sen135%=sen 4502%
b) Sen121°=sen 59°=0,8572
c) Cos315°= cos 450:%

d) tan149,9°= - tan 30,1%= - 0,5797

Ejercicios y problemas sobre formulas de reduccion

1- Simplifica las siguientes expresiones:
cosx  sen360° —x)
cos(180° —x) —senx
sen(180° +a) . cos(90° —a)
sena sena
sen(180° +30°) tan(360° —60°)

b)

c
) tan(90° —45°) cos(180° —45°)
d) tan210° -cos210° -~
sen210

c0s120° - cos225°

(1+ 10j-sen225°
c0s240

sen210°.tan(90° —30°) - cos(-300°)
1
cos315°

e)

f)




2-Prueba que:
a) cos330° —sen60° =0

b) c0s225° —tan210° - sen300° = #
1
tan4s5° -~
o) tan150° _ 6v3+2
c0s210° —% 13
cos60

d) sen90° —x)-sen(180° + x) +cos(90° —x)-cos(360° —x) =0

Respuestas y/o comentarios

1- En todos estos incisos debes tener bien presentes la forma que adoptan los
angulos en cada uno de los cuadrantes, el signo de la razon trigpnométrica
correspondiente y los valores de los angulos notables.

a0

Trabajo independiente

1- Si A=tan150°% B=cos 210°; C= sen315°y D = cos0° entonces A +2B

12 2
% 2 2J6 3_-% 4 -6

2-Resuelve las ecuaciones siguientes en el intervalo que se indica
a)senx=0,5  90% x < 270°

es:

1

b) cosx=—€ 90° < x < 270°
c) tanx = —? 180° < x < 360°
d) cosx:g 0° < x<360°

Respuestas y/o comentarios

1- 2

2-

a) 150° senx en este intervalo solo es positivo en 90°< x < 180° por lo que la
solucion seria un angulo del segundo cuadrante, por supuesto . el angulo
agudo cuya razén trigonométrica es esa corresponde a 30° y aplicando férmula
de reduccién nos quedaria 150°.



b) 135°

en este inciso pasa lago similar al anterior, solo puede tener solucién en el
segundo cuadrante , y no es dificil darse cuenta que” tiene que ver’ con 45°,
por lo que aplicando férmula de reduccién obtenemos 135°.

c) 330°

d) 60° y 300°

En este caso existiran dos angulos que cumplan con las condiciones del
problema , uno estaria situado en el | C y el otro en el IV C , ya que en estos
cuadrantes el coseno es positivo

Resolucién de ecuaciones sencillas en el intervalo [ 0%360°]

A continuacion vamos a resolver ecuaciones cuyas soluciones pueden ser
angulos agudos y/o obtusos donde tenemos que tener presentes los signos de
las razones trigonométricas y las identidades fundamentales estudiadas
anteriormente.

1- Resuelve las ecuaciones siguientes en el intervalo 0° < x <360°
a) cos x=0,5

b) sen’x 1
4
J3
C) senx=—-—
2
d) tanx :i
tanx

e) 3senx=2-2sen’x
f) 3sen’x +3cosx =0

g) cos®x —% =sen’x

h) 3 —2=C0SX
COSX
) tan® x + =1
COSX

2- Demuestra que en un triangulo ABC se cumple:
a) sena=sen(p+y)
b) cosa= - cos(B+y)

Respuestas y/o comentarios

1-

a) x=60° y x= 300°

Recuerda que coseno es positivo en el IC y en el IV C, la solucién del primer
cuadrante es directa, pero para obtenerla del cuarto cuadrante debemos aplicar
férmula de reduccion.

b) 30°,150°,210° y 330°



1 1 : 1, 1
senx=+ /- =+— , esto equivale a senx=—- 6 senx=—-—
4 2 2 2

esto quiere decir que podemos encontrar soluciones en todos los cuadrantes.
c) 240° y 300°
Observa que sen x es negativo en los cuadrantes Il y IV , pero parav poder

aplicar las formulas de reduccién debes trabajar con un angulo del primer
cuadrante , es decir , un angulo agudo, ese precisamente seria aquel cuyo

seno es 73 y serfa 60°.

d) 60°,120°,240° y 300°
Fijate que es similar al inciso b)

e) 30%y 150°

f) 120° y 240°

g) 30%,150°,210° y 330°

h) 0° y 360°

i) 0°,120°,240° y 360°

2- En este problema debes tener que la suma de loa angulos interiores de

cualquier triangulo es 180° por lo que si:
o+ B +y=180° entonces p + y= 180% a

Trabajo independiente:

1- Resuelve las ecuaciones siguientes en el intervalo 0° < x < 360°
a) 2tanx+ J5=0

b) 3—7cosx =6sen’x

c) 12 -5senx=12cos” X + 2

d) tan® x—3tanx = 2—tan® x

1+senx
= COSX
3cos X
5sen’x
f) = 2tanx
COSX

2- Demuestre que en un triangulo ABC se cumple:
a) senf=-sena+2B+7)
b) tana =—-tan(B+7y)

Respuestas y/o comentarios
1-

a)131,8° 311,8°

b) 109,5°, 250,8°

c) 41,8°, 138,2°194,5° 345,5°
d) 63,4°, 153,4°, 243,4°, 333,4°
e) 41,8°, 138,2°



f) 0°,180°, 203,6°, 333,4°,360°

Sistema circular de medida de angulos.

El sistema sexagesimal de medida de angulos que conoces hasta este
momento tiene limitaciones. En matematica se usa con mucha frecuencia otro
sistema: el sistema circular. En este sistema se utiliza, para medir el angulo, la
razon entre la longitud del arco de una circunferencia, interceptada por el
angulo y el radio de esta circunferencia. Esta razén puede utilizarse porque es
constante para un mismo angulo, cualquiera sea el radio de la circunferencia
empleada.

Como es sabido, la longitud de un arco de circunferencia es proporcional al
radio, si denotamos por | la longitud del arco de circunferencia, por o° la
amplitud del angulo en el sistema sexagesimal y por r el radio de la
circunferencia tendremos :

Longitud de la

circunferencia

L = 2x&ar

180°

RADIAN

Debes fijarte que dicha razén depende solamente de la amplitud del &ngulo
Por tal motivo a continuacion definiremos el radian

Sistema curcuwlar

Un radian (en

simbolos 1 rad)

es la amplitud

de un angulo en
el que la

longitud del

arco es igual al

radio. 7

1 rad = 57217 458" » 5§7,3°

Esta definicion establece la unidad del sistema circular de medida de angulo y
significa que para calcular la medida de un dngulo en este sistema se calcula la

. . o
razon entre la longitud del arco y el radio: -
r

Veamos dos ejemplos:

Ejemplol:

Para un angulo de 36° la medida en radianes seria:
| 7r® 3 n-36° T

r 180° 180° 5



Ejemplo 2
Para un angulo de 75° seria:
| 7 _TC-750_57'C

r180° 180° 12

Si denotamos por o, la amplitud del angulo en el sistema circular tendremos

rad
. T om :

entonces que: o, = Y O T respectivamente.

Loa razonamientos anteriores pueden ser utilizados para convertir la medida

de los angulos de un sistema a otro; si denotamos por o, la medida en el

sistema circular del angulo o y por o° a su medida sexagesimal tendremos
entonces que :

0
m-a’ 0 _ Oag -180

Td = T
4 1800 a

1- Calcula la medida en el sistema circulara de:
a) un angulo llano
b) un angulo de 20°

R/
a) 180°
luego podemos concluir que cualquiera sea el radio tendremos:

1 n-180° B
r 180°
.La medida de un angulo llano es =

T
b) =
) 9
2- Expresa en el sistema sexagesimal:
a) T
6
b) 4,57

R/

a) 30°

b) 262° (aunque 4,57 puede considerarse como un valor exacto, la respuesta
debe tener 3 lugares pues se utiliza una aproximacion para = ( 3,14) con 3
lugares.

En la practica es conveniente recordar de memoria la tabla de conversion para
las medidas de los angulos notables por la continua utilizacion que hacemos de
estos.

3- Completa la siguiente tabla:

grad 0° 30° 45° 60" 90° 180° [ 270° | 360°

rad




Trabajo independiente:

1- Expresa en radianes las cantidades de amplitud siguientes dadas en grados
sexagesimales.

a) 15°

b) 315°

c) 42°

d)300°

e) 210°

f) 70°,15'

2- Determina la medida en grados sexagesimales de los siguiente angulos
expresados en radianes:

d) 3,76
e) 1,16

3- Si un arco de circunferencia mide 3 del radio,¢cudl es la medida de su

angulo central correspondiente.
Respuestas y/o comentarios

1-

T
a) —
)12

Vs
b) —
)4
n
C_
)30
5n
d) =
)3

n

e N
) 6

f) 1,23

2-

a) 225°
b) 330°
c) 75°
d)216°
e) 66,5°



Generalizacion del concepto de angulo

Hasta ahora hemos utilizado el concepto geométrico angulo

e la Geomeaia

Un angulo es la interseccion

de dos semiplanos.

Con este concepto las medidas de los angulos tienen todas el mismo signo y
toman valores entre 0° y 360° ( 0 y 2n). Este concepto es suficiente para
resolver todos los problemas que se plantean en la geometria; sin embargo , en
la practica se necesita trabajar con las razones trigonométricas de valores
mayores o0 que son nimeros negativos

Auguido

Dado un par de semirrectas de
origen comiun, consideramos
que el dngulo esta determinado
por la rotaciéon que lleva la
primera semirrectas sobre la

segunda.

En nuestro caso consideraremos angulos con vértices en el origen de
coordenadas y el lado inicial serda el semieje positivo de las x; en estas
condiciones cada semirrecta puede ser resultado de dos rotaciones; una en
sentido contrario a las manecillas del reloj y la otra en el sentido de las
manecillas del relo;.

ot i

En la figura de la izquierda la semirrecta ha determinado dos angulos , uno que
le llamaremos a y otro que le llamaremos .

En el caso de a la rotacion es contraria a las manecillas del reloj y B es a favor
del movimiento de las manecillas

Cuando el angulo es obtenido por una rotacion de sentido contrario a las
manecillas del reloj lo consideramos positivo y al determinado por una del
mismo sentido que las manecillas del reloj lo consideraremos negativo




Veamos lo siguiente:

Imaginemos que hemos construido un angulo agudo a=30° al trazar una
semirrecta, pero seguidamente rotamos esta semirrecta 360° llegando a la
misma posicion en que estaba originalmente

¢, Qué ha pasado?

Hemos construido un nuevo angulo ( 390°) sin embargo “aparentemente” no
hay diferencia con el de 30°, estos dos angulos difieren en 360°. Esta rotacion,
donde la semirrecta puede llegar a su posicion final se puede realizar
infinitamente.

y

Por todo lo anterior la misma semirrecta determina infinitos angulos positivos y
negativos

Yy
Los angulos

deter minados
por una misma

\\j N semirrecta se

llaman angulos

v

coterminales
y se diferencian en un multiplo

entero de 3600(271').

Veamos : 770° y so° son

angulos coterminales

770° =2 - 360% + 50

720°

porque o

-770°% y 310°%s0n

angulos coterminales porque

310°% - - 770° +.3 - 3609

1 080°

Ejercicio 1.
Determina para cada uno de los siguientes angulos,un angulo coterminal entre
0%y 360° 6 entre 0 y 2.
a) 1938°
b) 1rm
5
c) - 560°

R/



a) 138°

Debes darte cuenta que 1938=5.360 +138 luego el unico angulo que satisface
es 138° pues 1938=5.360°

Lo que hicimos fue dividir 1938 entre 360 y el resto seria el angulo que
estamos buscando.

n

by —

) 5
El maltiplo de 2 més préximo es el propio 2x, luego
1/n n
—-2n=—

5 5
c) 160°

Para obtener un angulo que satisfaga esas condiciones debemos sumar el
primer multiplo de 360° que exceda a 560° ( que es el médulo del valor dado).

En las clases anteriores hemos visto que las razones trigonométricas de un
angulo dependen solamente de las coordenadas de un punto situado en el lado
terminal. Esto significa que se pueden calcular las razones trigopnométricas de
angulos cualesquiera utilizando las definiciones conocidas.

En la practica procedemos como se indica a continuacion:

Para calcular las razones trigopnométricas de un angulo cualquiera, buscamos
un angulo del intervalo fundamental [0%360°] ¢ [0;2n] que sea coterminal con
él y calculamos sus razones trigopnométricas.

Ejercicio 2:
Calcula las razones trigonométricas de:
a) -45°
8n
b) —
) 3

c) 793,5°
d) 13,62

R/

J2

a) sen—45° = ———

J2

cos—45° == tan-45°=-1

sen—45°) = sen(—45° +360°) = sen(360° — 45°) = —sen45’

cos(—45°) = cos(-45° +360°) = cos(360° — 45°) = cos45°
tan(—45°) = tan(—45° + 360°) = ytan(360° — 45°) = —tan45°

b)
8 2 /3 8t 2n .
sen—=sen—=—Yyaque —Y—S0n coterminales
3 3 2 3°3
27 1
COS— =CO0S— =——
3 2




C)

sen 793,5° = sen73,5° = 0,9588  date cuenta que 793.5=2.360+73,5
cos 793,5° = cos73,5° = 0,2840

tan 793,5° =tan73,5° = 3.3759

d) El valor dado se encuentra en el sistema circular, para buscar un angulo del
intervalo fundamental le restamos el multiplo mas préximo de 2= ( 6,28) . Para

encontrarlo dividimos 6,28 =2,...... la parte entera e 2. entonces 13,48 -

2.6,28=0.92y para calcular las razones trigonométricas lo expresamos en el

sistema sexagesimal y buscamos entonces
180°

sen0,92 = sen .092)° =serb2,7° =0,796
T
analogamente c0s0,92=0,606 y tan0,92=tan52,7°=1.31

Trabajo independiente

1- Considera el origen de coordenadas como vértice de los angulos cuyas
amplitudes son las siguientes:45°,135°,710°., -315°.-430°

2- Representa graficamente los angulos generados en cada uno de los
conjuntos siguientes, para K=0,+1;+2

Generalizacion del concepto de angulo. Ejercicios

De todo el trabajo que realizamos anteriormente clase incluyendo los ejercicios
del trabajo independiente podemos resumir lo siguiente:

Sen(x+k.360%= senx Sen(x+k.2m)= senx
cos(x+k.360°%)= cosx cos(x+k.2m)= cosx
tan(x+k.180%= tanx tan(x+k.m)= tanx

Observa que en el caso de la tangente, debido a la féormula de reduccion,,Los
valores se repiten cada media vuelta.

Por otra parte estamos en condiciones de conocer el siguiente teorema

Teorema:

Para todo angulo a se cumple:
Sen(-a)=-sena

cos(-a)=cosa

Sen(-a)=-tana

La demostracion de este teorema es similar al ejercicio 2a) de la clase anterior.
Es significativo destacar que este teorema 1 reduce el calculo de las razones
trigonométricas al caso de angulos positivos pues, aunque han sido
demostradas para angulos del intervalo fundamental, las formulas de reduccién
son validas para angulos cualesquiera.

Por ejemplo:

Calcula sen(-987°)

Segun lo visto anteriormente podemos escribir que sen(-987°)= - sen(987°%)=

= -sen(267°%)= 0,999




Por otra parte , al retomar la resolucion de ecuaciones entonces debemos
darnos cuenta que el conjunto solucién de una ecuacion es infinito como se
muestra en el siguiente ejemplo:

Resolver senx=1

En el intervalo principal 6 fundamental ( como quieran llamarlo) se tiene una

Unica solucién x=90° 6 x:g. Cada vez que se suma al angulo 360° 6 2x se
obtiene un angulo coterminal y el valor del seno se repite; resultan entonces las
igualdades sen(90°+k.360°% = sen90%=1 6 ser(g+k2n) = seng =1y entonces
el conjunto solucion es:

{90%+k.360°, ke®} 6 {g+k.2n, keR)

En el conjunto solucién hay que incluir todos los angulos coterminales con las
soluciones del intervalo fundamental.

A continuacién te proponemos los siguientes ejercicios para que apliques todo
lo estudiado.

1-Determina para cada uno de los siguientes angulos un angulo coterminal en
el intervalo [ 0% 360°] 6 [ 0;2x]

a) 4380°

b)3675°

c)-1573°

d)-157°

e) 22n

f)-17n

2- Determina para cada uno de los siguientes angulos la razén trigpnométrica
gue se indica
a) x= -1235° COSX
b) x= 5390° tanx
167
C) X= e senx

d) x= 0,85 senx

Respuestas y/o comentarios
1-

a) 60°

b) 75°

c) 227°

d) 203°

e)0

f)n

2-

a) -0,9063
b) -0,1763
c) 0,588
d) 0,751



Definicion de las funciones trigonométricas. La funcion Seno.

En estudios anteriores trabajaste con el concepto de funcion.

Debes recordar que habia una correspondencia biunivoca de un conjunto A en
otro B donde a cada elemento de A le correspondia un Unico elemento de B
Ademas trabajaste con la siguiente definicion de funcion

Una funcion f: X — Y es un conjunto de pares ordenados tal que cada x € X
aparece como la primera coordenada de solo un par ordenado.

o Seréd el conjunto f = {(x;y) | y = sen x, xeR} una funcién?

Es evidente que cada numero real representa la medida en radianes de un
angulo, esto significa que al numero real se pueden hacer corresponder las
razones trigonométricas de ese angulo, por lo que podemos afirmar que esa
correspondencia es una funcion

Definicion:

| Se llama funcién seno a la funcién que a cada namero real x le asocia senx. |

Es decir, la funcion esta formada por los pares ordenados ( x ; senx) con XeR
Y como puede ser cualquier x entonces tiene como dominio al conjunto de los
nameros reales.

Debes recordar que | senx | < 1 luego la funcién no puede tomar valores fuera
del intervalo [-1:1]

Como la funcion seno satisface sen(x+k2)=senx, ke®R basta representarla en
un intervalo de longitud 2x ( ya que se repiten sus valores nuevamente.

Para hacerlo en el intervalo (0;2rn) calculemos algunos valores y lo
representemos en una tabla como la siguiente:

X 0 T T T T 5t | = n | 2n | 3n | 5n | 1lln
12 |6 |4 3 12 |2 |12 |3 |4 |6 |12
senx | O 0,26 | 0,5 0,71 0,87 0,97 11,0 0,97 10,87 |0,71 |05 0,26
X T 13t | 7 51 4n 177 | 3n 19_TE 5n n | 11n | 23=n
12 |6 | 4 3 122 |12 |3 |4 |6 |12
senx | O -26 | -5 - 71 -,87 -97 | -1 -97 |-87 |-71 | -5 -,26

Al representar estos valores en un sistema de coordenadas se obtiene una

grafica como la que se muestra
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Si aumentamos el nimero de puntos se obtiene una idea mas aproximada de
la grafica de la funcion seno.

o T b2 x
2

Esto es en si la representacion de la funcion seno en el intervalo de amplitud
principal.
Veamos sus

principales propiedades

...................................................................................

.....................................................................................

Dom: x»x e #H Im:

Ceros: kg ; k €6 Z valor max. 1

Paridad: ITmpar Valor min. — ]

Monotonia: No es monoton a

Fijate que su gréafica es una oscilacion que se mantiene acotada entre -1y 1.
La gréfica corta al eje x en 0,7,27,3m, 47 ......... kn, es por eso que en lugar de
ceros aparece compactado en k.

Si recuerdas la definicion de funcién impar f(-x) = - f(x) y su interpretacion
geométrica( la grafica era simétrica respecto al origen) entonces puedes
comprender que f(x) = senx es Impar

Con respecto a la monotonia , al observar la grafica , puedes darte cuenta que
aunque no es monétona, en cada intervalo se alternan los intervalos de
monotonia

Hemos dejado para ultimo momento lo referente a periodo principal , como
sabemos , todos los angulos coterminales con uno dado tienen el mismo seno
Sen(atk2r)=sena, keR. Esta igualdad representa una propiedad de la funcién
seno que es un caso particular de una propiedad general

Definicién:

Una funcion real f es periddica si existe un numero real T, tal que para todo
elemento x del dominio de la funcion se cumple que f(x)= f(x+T) .El nimero T
recibe el nombre de periodo de la funcion.




Después de esto se puede afirmar que la funcién seno es periddica, cualquier
multiplo de 2r es un periodo de la funcion seno.

En la grafica puede observarse la periodicidad porque puede obtenerse
“repitiendo” indefinidamente la grafica de cualquier intervalo de longitud 2.
Estos hechos permiten entender mucho mejor por qué las ecuaciones
trigonométricas tiene infinitas soluciones.

Trabajo Independiente

1- ¢ Cuédles de los siguientes numeros pueden ser valores de la funcion seno?

a) 0,5

b) 3

C) V2

d) ﬁ
2

e)-1

f)-1,5

1
g)"E

2- Analiza la monotonia de la funcién seno en el intervalo dado:

{3ﬂ_5n}
a) | —;—
4 4

b) [%";m}

Definicion de la funcion coseno, representaciobn geométrica vy
propiedades.

Anteriormente conociste la funcion seno, nuevamente trabajaste con el
concepto de funcién y recordaste que habia una correspondencia biunivoca
de un conjunto A en otro B donde a cada elemento de A le correspondia un
anico elemento de B, en otras palabras:

Una funcion f: X — Y es un conjunto de pares ordenados tal que cada x € X
aparece como la primera coordenada de solo un par ordenado.

Al igual que se analiz6 con la correspondencia en el caso de la funcion de seno
o;Sera el conjunto f = {(x;y) | y = cosx , xeR} una funcion?

Es evidente que cada numero real representa la medida en radianes de un
angulo, esto significa que al niamero real se pueden hacer corresponder las
razones trigonométricas de ese angulo, por lo que podemos afirmar que esa
correspondencia es una funcién

Definicion:
| Se llama funcién coseno la funcién que a cada nimero real x le asocia cosx |

Es decir, la funcién esta formada por los pares ordenados ( X ; cosx) con XeR
Y como puede ser cualquier x entonces tiene como dominio al conjunto de los
nameros reales.

Debes recordar que | cosx | < 1 luego la funcién no puede tomar valores fuera
del intervalo [-1:1]



Como la funcién coseno satisface cos(x+k2)=cosx, ke’®R  basta representarla
en un intervalo de longitud 2= ( ya que se repiten sus valores nuevamente.

Para hacerlo en el

representemos en una tabla como la siguiente:

intervalo (0;2m) calculemos algunos valores y lo

o A R O L I O I I A L .

12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

COSX 1 /10971087 | 0,71 0,5 026 O -26 | -05|-71| 05 | -97

x | m [Be[7n | 5 | 4n [Ln] 3¢ [10n [ 5n | 7n | x| 23

12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

cosx | -1 |[-97[-87] -71 -5 -26|] 0 |0,26| 05 ]0,71]0,87 | 0,97
Al representar estos valores en un sistema de coordenadas se obtiene una

grafica como la que se muestra
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o0

L.

Si aumentamos el nimero de puntos se obtiene una idea mas aproximada de

\
1,::».;_\

la grafica de la funcion coseno.

Esto es en si la representacion de la funcion coseno el intervalo de amplitud

principal.
Veamos sus principales propiedades
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m 0, n o tona
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_ 3 Periode: 2w
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x,= (2k+1) TkeZ
2

Fijate que su grafica es una oscilacion que se mantiene acotada entre -1y 1.

La grafica corta al eje x en g%n%n ......... (2k+1)g es por eso que en lugar

de ceros aparece compactado en (2k+1)g

Si recuerdas la definicion de funcion par f(-x) = f(x) y su interpretacion
geométrica (la grafica era simétrica respecto al eje “y’) entonces puedes
comprender que f(x) = cosx es patr.

Con respecto a la monotonia , al observar la grafica , puedes darte cuenta que
aunque no es mondétona, en cada intervalo se alternan los intervalos de
monotonia

Similarmente a lo que sucedia con la funcion seno en el caso del periodo
principal , como sabemos , todos los angulos coterminales con uno dado tienen
el mismo coseno

cos(atk2m)=cosa, keR. Esta igualdad representa una propiedad de la funcién
coseno afirmandose que la funcién coseno es periddica, cualquier multiplo de
27 es un periodo de la funcién coseno.

En la grafica puede observarse la periodicidad porque puede obtenerse
“repitiendo” indefinidamente la grafica de cualquier intervalo de longitud 2.
Estos hechos permiten entender mucho mejor por qué las ecuaciones
trigonométricas tienen infinitas soluciones.

Trabajo Independiente

1- ¢Cuales de los siguientes numeros pueden ser valores de la funcion

coseno?

a) 0,5

b) 3

c) V2

d) ﬁ
2

e)-1

f)-1,5

1
9) _E



2- Analiza la monotonia de la funcién coseno en el intervalo dado:

{3n_5n}
a) | —,—
4 4

b) [%;ZR}

Definicion de la  funcion tangente, representacion geométrica y
propiedades.

o;Serd el conjunto f = {(x;y) | y = tanx , XxeR} una funcion?

Es evidente que cada numero real representa la medida en radianes de un
angulo, esto significa que al namero real se pueden hacer corresponder las
razones trigonométricas de ese angulo, por lo que podemos afirmar que esa
correspondencia es una funcién

Definicion:
| Se llama funcién tangente la funcién que a cada nimero real x le asocia tanx |

Es decir , la funcién esta formada por los pares ordenados ( x ; tanx) con xeR
Sin embargo tanx no esta definida en todo R ya que los valores de x que
anulan cosx indefinen el cociente. Por esta razon el dominio no sera todo R,

, - - . T
ella no estaria definida en los multiplos impares de >

Por otra parte para la funcién tangente se cumple que tan(a+n)= tana, por lo
que basta representarla en un intervalo de longitud .

. ., .. P . T
Para una mejor compresion, al no estar definida en los multiplos impares de >

escogeremos el intervalo (—g;g) con el objetivo de que esté definida en

todos los puntos.

Como la funcion coseno satisface cos(x+k2)=cosx, keR  basta representarla
en un intervalo de longitud 27 ( ya que se repiten sus valores nuevamente.
Para hacerlo en el intervalo (0;2n) calculemos algunos valores y Ilo
representemos en una tabla como la siguiente:

X St| m I T yis T

ot | _m| | T T | x| ®m|om
12 3 4 6 12 0 12 6 4 3 12

tanx | -3,7 | -1,7 | -1 -5,8 -2,7 0 [0,27 0,58 1 1,7 | 3,7

Al representar estos valores en un sistema de coordenadas se obtiene una
grafica como la que se muestra, aunque si aumentamos el niumero de puntos
se obtiene una idea mas aproximada de la grafica de la funcién tangente.

Sin embargo en este caso aparece una dificultad que no la tuvimos
anteriormente:

. L e L. I T
determinar como es la grafica para valores proximos a > ya 5



En estudios posteriores vas a estar en condiciones de demostrar que la gréafica
€S una curva que contiene todos los puntos , y se aproxima a las rectas

H H Gy, TC Tc . . . .
perpendiculares al eje “X” en > y en 5 indefinidamente sin llegar a

tocarlas. Las rectas con esa propiedad se llaman asintotas de la curva.
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La gréfica de la funcién en todo ‘R, se obtiene trasladando la gréfica obtenida
en ambos sentidos indefinidamente
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De esta grafica se pueden obtener algunas propiedades de esta funcion:

Dominio R\ (2k +1)g ke Z,...... La tangente no esta definida en los puntos
gue excluimos

Imagen: R.....cooovvvviiiininnnnnn. La proyeccién cubre el eje “y”

Ceros: km, kKeZ.....cooviinnnnnn. En esos puntos la grafica corta al eje “xX”

Valor maximo : no tiene ......... Toma todos los valores reales

Valor minimo: no tiene .......... Toma todos los valores reales

Paridad: impar ..................... La grafica es simétrica respecto al origen

Periodo: kmt, keZ ....c.o........ tan(otkm)=tana

Es interesante darse cuenta que en cada intervalo que no contiene multiplos
. T ., . .
impares de > la funcion es creciente; sin embargo, la tangente no es

mondtona porque al pasar de uno de esos intervalos a otro no crece. Veamoss
un ejemplo:

g<n perotan§=\/§>0=tan7t




Trabajo Independiente

1- Calcula los valores que se indican
T
a) tan—

b) tan on
4

c) tan7

2- Resuelva las ecuaciones:

_ B
a) tanx= —
3
b) tanx=-6
c) tanx=0,0524

Respuestas y/o comentarios

a)l (% es un angulo notable)

b) tan S tan ~=1
4 4

0
c) tan7=tan(2.3,14+0,72) =tan (0,72.@) =tan41,3°=0,877
T

2.
T
a) {g+kn;k eZ}

Definicion de la funcion Cotangente, representaciéon geométrica y
propiedades.

. - . 1
Muchas veces se usa la funcion definida por la igualdad cotx :t— para
anx

valores de x tales que tanx=0.

A continuacion vamos a representar graficamente y analizar sus propiedades
analogamente a lo que hicimos con la funcion tangente.

Como tanx tiene periodo «, basta representarla en un intervalo de longitud 'y
como tanx = 0 ( la funcion cotx no esta definida en 0) escogemos el intervalo
(O;m).

O I A L A A A L
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
cotx | 3,7 | 1,7 1 0,58 0,27 0 -28 | -58 | -1 |-1,7]-3,7

Al representar en un sistema de coordenadas los pares contenidos en la tabla
anterior es evidente que obtenemos una grafica como la siguiente:
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Ya todos conocemos que la grafica de la tangente es una curva, por la misma
razon la grafica de la nueva curva debe ser una curva que contenga los puntos
encontrados, es decir

]

an o

4"

B U

o0

Debes fijarte que , por analogia con lo visto en el estudio de la funcién tangente

las rectas x=0 y x=n son asintotas.
Ahora bien , bastaria trasladar la grafica obtenida en ambos sentidos para

obtener una aproximacion mucha mas completa.
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A continuacion definiremos esta nueva funcion
Definicion:
Se llama funcion cotangente la funcién que a cada numero real x le asocia
cotx

Es decir, la funcion esta formada por los pares ordenados ( x ;cotx) con xeR
Debemos tener muy en cuenta que cotx no esta definida en todo R ya que los
valores de x que anulan senx indefinen el cociente. Por esta razon el dominio

no seré todo R, ella no estaria definida en kx.
A continuacion , tal y como hemos hecho con las funciones anteriores haremos

un resumen de sus propiedades:

De esta grafica se pueden obtener algunas propiedades de esta funcion:

Dominio R\ {km }...........ooein. En los puntos excluidos tanx=0

Imagen: R.....ccoovvviiiiiiinnnnnn. La proyeccidén cubre el eje “y”

Ceros: x=(2k +1)g keZ............... En esos puntos la grafica corta al eje “xX”
Valor maximo : no tiene ......... Toma todos los valores reales

Valor minimo: no tiene .......... Toma todos los valores reales

Paridad: impar ..................... La gréfica es simétrica respecto al origen
Periodo: kr, keZ ................. cot(a+km)=cota

Monotonia: decreciente ( en cada intervalo que no contiene puntos de
indefinicion)

A continuacion te proponemos los siguientes ejercicios:
1- ¢ Posee la funcion f(x) = cotx ceros en los intervalos siguientes:

a) n<X<2n

b)03x£5—1T

C) —<Xx<—
3 6
2- Determine el signo de la funcién f(x) = Cotx en los siguientes intervalos

a) ESXSB—n
3 4




b) ~-L<x<>F
6 4
Respuestas y/o comentarios
1-
a) si —E'Ey?'—Tc
27272
b) si, ©
C) no
2-

. : 3
a) positivo para g <X<m negativo para m <x <ITC

b) negativo para —%£x<0<n o] g<x<n

" . 5

positivo para O£x<g o] TESXSTTE

Trabajo independiente

1-Representa graficamente la funcién f(x) = cotx en los intervalos siguientes:

a) Toxs< o
6 4

L

2 6

2- Representa graficamente la funcion f(x) = 2 senx

b)

Oscilaciones armoénicas

Numerosos fendmenos fisicos se pueden describir mediante ecuaciones de la
forma:

y=asen(ot+p) Yy = acos(wt+e)
Estas son las ecuaciones de las oscilaciones armoénicas que no es nuestro
objetivo estudiarlas fisicamente , solamente queremos que observes que estos
fendbmenos fisicos son descriptos mediante ecuaciones que al parecer te
resultan familiares y que en este encuentro profundizaremos matemética en
ellas.
La representaciones graficas de estas funciones definidas por ellas son
sinusoides y para trazarlas y analizarlas se utilizan las propiedades de las
funciones trigonométricas estudiadas.

En el trabajo independiente del pasado encuentro se habia propuesto la
representacion grafica de y=2senx, vamos a retomar ese problema:

y=2senx
¢ qué representa el factor 2?
-sabemos que el factor 2 representa una dilatacion en el sentido del eje “y”, es
decir , la grafica de la funcion se obtiene duplicando las ordenadas de la
funcion seno



¢.cudles serian las propiedades que podemos obtener de esta grafica?

Es evidente que su dominio es R

Al dilatarse entonces la oscilacion alcanza los valores -2 y 2, es decir el valos
maximo es 2 y el valos minimo es -2, por tal motivo tendremos:

Imagen: [-2;2]

Con respecto a la funcion y=senx los puntos de corte con respecto al eje “x” se
mantienen por lo que podemos concluir que:

Ceros:x=kr, keZ

¢cual seria su periodo?

En este caso no varia con respecto a la funcion y=senx por lo que se mantiene
k2m.

Ahora bien , retomando los valores extremales de la oscilacion,

¢ Para qué valores de x alcanzara estos valores?

Veamos:

Un simple andlisis nos conlleva a observar que el valor 2 se alcanza para x=
n_ 5t 91 13n

Esto se resumiria en (4k +1)g, es decir , esto serian los puntos donde la

funcién alcanza el maximo valor

Un analisis similar nos conlleva a que los puntos de minimo serian (4k +3)E

Como analisis propuesto dejamos el estudio del signo de la funcion y del
crecimiento.

Debes fijarte que todas estas propiedades se han obtenido apoyandonos en la
gréfica y propiedades de la funcién seno.

A continuacion proponemos la representacién grafica y el analisis de las
propiedades de la funcién definida por la ecuacion:

Y=cos2t

En este caso

¢, Qué reprenda el factor 2?

-El factor 2 representa una contraccién en el eje “X” ; es decir, la grafica se
obtiene dividiendo por 2 las abscisas en la gréfica de la funcién coseno.

¢, Como comprobarlo?

- En este caso podemos construir una tabla, por ejemplo:

X 0 T T T T 5t | =@ n | 2n | 4n | 57 1in
12 |6 |4 |3 |12 |2 |12 |3 |3 |6 |12

2X 0 T T T 2t | 5t | = m | 4n | 3n | 5n | 1ln
6 |3 |2 |3 |6 6 |3 |2 |3 |6
Cos2x | 1 0,870,550 |0 -05(-87(-1 |-87|-05|0 0,50 | 0,87




Debes fijarte que cada valor del coseno lo toma en una abscisa que es la
mitad de la que corresponde al coseno, por ejemplo:

1 n_1mn . 1 T
toma el valor 5 en — = =.— vy el cociente toma valor Een 3 De esta forma

2 3
se obtiene un periodo completo en el intervalo [ 0;n] que se obtiene dividiendo
en dos partes al intervalo [ 0;27] .

NAn AT A A

De esta grafica podemos obtener las propiedades de la funcién:
Dom: R
Imagen: [-1;1]

Ceros: x= (2k +1)§; keZ...se obtienen dividiendo por 2 los ceros de y=cosx
Paridad: par
Periodo: szn =Km.......... se divide por 2 el periodo
Valor maximo: 1
k2n

Puntos de méximo: XZT =kn ...se dividen por 2 los puntos de maximo

T

Puntos de minimo: x=(2k +1)2 . se dividen por 2 los puntos de minimo.

Veamos el siguiente:
Representar graficamente y analizar las propiedades de la funcion definida por

. . T
la ecuacion y=sen (t + Zj
- T
¢,qué representa el sumando 1 ?

-Ya sabemos que representa una traslacion de % unidades en el sentido
negativo del eje, luego la grafica se obtiene desplazando la grafica de la

., I . . .
funcién seno, " unidades a la izquierda

¢cuales serian las propiedades que se pueden obtener a partir de la grafica?
Dom: R
Imagen: [-1;1]

Ceros: x:kn-%:(4k-1)g keZ...debes fijarte que se le resta % a los ceros de la

funcién seno.
Paridad: no tiene



Periodo: k2n
Valor maximo: 1

Puntos de maximo: x:(4k+1)g-%: (8k+1)%
Valor minimo: -1

Puntos de minimo: x:(4k+3)g-§: (8k+5)%

, T - ;- ./
Fijate que se resta Ea los puntos de maximo y minimo de la funcion.

Es importante que te des cuenta de lo siguiente:

De la misma forma que los casos particulares puede investigarse el caso
genera, sin embargo no lo haremos asi. En cada oportunidad que sea
necesario nos apoyaremos en el analisis del grafico teniendo en cuenta las
siguientes observaciones:

En las funciones definidas por ecuaciones de la forma:

y=Asen(wot+o) y=Acos(ot+)

|A| recibe el nombre de amplitud de la oscilacion, es el modulo de los
valores maximo y minimo de la funcion

. . . ., 271 .
® esta relacionada con el periodo por la ecuacion 03=T y recibe el nombre de

frecuencia angular

¢ representa el valor del argumento cuando t=0.Se llama angulo de fase
inicial.

Veamos otro ejemplo:

Representar graficamente la funcion definida por la ecuacién

y=3cos(2t-r). Determina su amplitud, periodo y &ngulo de fase inicial.

Es obvio que si la comparamos con la ecuacion dada con la forma general de
las ecuaciones de las oscilaciones armoénicas obtenemos:

| A|=3; es la amplitud y la imagen sera [ -3;3]

®=2 ; el periodo sera: T:sz7t =Kn

o= -n es el angulo de la fase inicial.

Para representar la funcibn debemos tener en cuenta que su grafica esta
comprendida entre las rectas y=3 y y=-3 . Cuando t=0, y=cos(-t)=cosn=1 ( la
fase inicial es -m) ,luego la grafica estd desplazada. Para hallar el

desplazamiento escribimos y=cos(2t-n):cos(t-g ) y esto significa que la grafica

se ha desplazado gunidades 0 sea medio periodo a la derecha ( porque ¢ es

negativo). La funcion esta “atrasada” respecto al coseno ( para t=0 su
argumento es negativo)
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Por otra parte, si observas detenidamente la grafica te puedes dar cuenta que

N -
—
N — e

L g . T . .
la grafica del coseno es la misma del seno pero desplazada > a la izquierda.
El seno se “retrasa” respecto al coseno en la cuarta parte de un periodo.

La grafica es la misma con un desfasaje de gy es , por tanto, suficiente

considerar oscilaciones de la forma y=Asen(wt+¢)

10

Formulas de adicion para las funciones seno y coseno.

Las identidades trigonométricas que hemos estudiado hasta estos momentos
relacionan los valores de las funciones de un mismo angulo, sin embargo en la
practica se necesitan identidades que relacionen las funciones de dos angulos
Comenzaremos por enunciar el siguiente teorema que posteriormente
demostraremos:

Teoremal
Para todo par de angulos a y B se cumple:
cos (a-B) = cos o. cosP + sena.senp

¢,COmMo demostrar esta proposicion?
Para esto consideremos en un sistema de coordenadas una circunferencia

unitaria ( radio 1) con centro en el origen y representemos de dos formas
diferentes el angulo a-p.



A’ (cos(a-f),sen(a-pf)

fcosa.sena) 4

B (cos fisen f3)

O ————

¥

No es dificil darse cuenta que AABC = AABC
De la igualdad de estos triangulos se deduce que |AB|=|AB'|
Por otra parte el AABC es rectangulo de donde tendremos que:

| AB|=|AC|” +|BC|" pero |AC|=|sena.—senp| y [BC|=|cosa—cosf

Sustituyendo obtenemos que:

| AB| :\/|senoc—sen[3|2 +|cos<>c—cos[?>|2 ........ (1)
Analogamente en el AAB'C' obtenemos que:

|AB'|=l-cos(@-B) +|sen@—B) .......... 2)

De (1) y (2) se deduce que :

|c030c—cos[3|2 +|senoc—sen[5|2 = |ser(oc—[3)|2 +|1—cos(oc—[$)|2

Desarrollando algebraicamente esta igualdad tendremos que:

cos?(a-B) — 2cos(a-p) +1 +sen?(a-B)= 2-2cosa.cosp-2sena.senf=2-2cos(a-f)
finalmente obtenemos:

cos (a-B) = cos a. cosP + sena.senp.

Veamos un ejemplo donde podemos aplicar lo anterior:

T . . . fas T T
Calcula cosﬁconoudas las funciones trigonométricas de Zyg

R/ ¢ Como escribir EyE en funcién de EyE?
476 476

: I T T
-es evidente que —=———

12 4 6
T m T T T T T e T
..€0S—=c0S(———)=cos(———)=cos—.COS— +sen—.sen—
4 6 4 6 4 6 4 6

12
V2 3 V21 2
= — —+—.—=—(3+1
2 2 2 2 4(\/_ )
Veamos otra proposicion:

Teorema 2

Para todo par de angulos a y 3 se cumple:
a) cos(a+p)= cosa.cosp - sena.senp

b) sen(a+p)= sena.cosp + cosa.senf

c) sen(a-f)= sena.cosP - cosa.senp




Demostracion:
a) Observemos que cos(a+p)= cos (a-(-p) ), y apoyandonos en la demostracion
del teorema 1 tendremos :
cos(a+p)= cosa.cos(-B) + sena.sen(-p)
=C0S..COSP - sena.senf  ya que cos(-B) = cosP y sen(-p) = -senp
b) En este caso recordemos que

sen(a+p)=cos B —(a+ B)} = cos

{(g—a)—ﬁ} = cos(g—a).cosB+ser(g—oc).senB = Sena.cospP +cosa.senp

c) En este caso , ¢de que manera podemos escribir el argumento como una
suma?

Pues sen(a-B) =sen (a+(-B) )=.......... facilmente llegamos a lo pedido.

Trabajo Independiente

1-Calcula sen75° utilizando los valores de las razones trigonométricas de los
angulos notables.

2- Simplifica sen(x+30°%) + cos(x+60°)

3- Dado senn:%; senB:% y sabiendo que ambos angulos son agudos,

halla sen(a+B) y cos(a+p).

Respuestas y/o soluciones

1- g(\/@l)
2- COS X

3- Como a y B son angulos agudos , sus cosenos son positivos:

2 2
coso=.|1- i = E cosp=,[1- E = i
13 13 13 13
Aplicando las férmulas de adicion resulta que :
sen(a+p)= sena.cosP + cosa.senp

5)5 5)5
=l==1+=l=|=1
515 @)
cos(a+p)= cosa.cosp -sena.senp
—(12) (5 _(21(12)_4
13 \13) (13)\13
Formulas de adicién para la funciones tangente y cotangente.

Anteriormente se vieron las férmulas de adicion de las funciones seno y coseno
y sus demostraciones, se analizaron varios ejemplos de sus aplicaciones.
Continuaremos el trabajo pero dedicado en este caso a la funciones tangente y
cotangente.

Comenzaremos por enunciar el siguiente teorema



Teorema

Si a y B son dos &ngulos tales que tana, tanp y tan(a+p) estdn definidas se
cumple:
tano +tanp

l1-tana-tanf
tano —tanf
l+tana-tanf

a) tan(a+p) =

b) tan(a—p) =

Veamos la demostraciones de estas nuevas proposiciones.

sena+P) seno-cosP+cosa-senp

cos(a+p) cosoa-cosP—sena-senp

¢, Qué hacer para “acercarnos” al miembro derecho de nuestra proposicion?
-Légicamente tendriamos que tener cocientes de senos y cosenos para obtener
las tangentes de los angulos o y B, y esto solo lo lograriamos dividiendo el
numerador y el denominador por la expresion cosa-cosp resultando:

a) tan(a+p) =

senoc+&n[3

cosa cosf _ tana+tanf

_sena-senB  1-tana-tanf
cosa - CcosfP

tan(a +p) =
1

b) Dejamos la demostracion para el trabajo independiente ya que se demuestra
en forma completamente analoga a como se realizé | demostracion a).

Veamos a continuacioén el siguiente ejercicio
cota-cotp—-1

cota +cotf

1- Prueba que cot(a +B) =

: 1
Como es sabido cotx =——
tanx

1 B 1 _1-tanoa-tanf

tan(a+p) tana+tanp  tana+tanp
l1-tanoa-tanf

Dividiendo numerador y denominador por tana-tanf tenemos:

Luego cot(a+p) =

1
cot(a +P) = tana-tanp y COMO COtX = 1 tendremos
1 1 tanx
tana m
_ cota-cotf-1
- cota +cotp

Después de haber realizado este ejercicio podemos tener presente este
resultado como una nueva proporcién a memorizar

cota-cotp-1

cot(a+P) =
(+P) cota +cotp




Proponemos como trabajo independiente cot(a-p).

2- Simplifica
27 T
tan(—)+tan(=
( 9 ) (9)

27 T
1-tan(—)-tan(—
(9 ) (9)

R/
Si comparamos con la formula para tan(a+3) podemos reconocer que:

tan(2;) + tan(E)

5 :tan(ﬁ+gj=tan3—”=tan§=\/§
1- tan(?n) . tan(g)

Observa que de esta forma puedes obtener el valor de la expresion en forma
exacta y rapida, sin usar calculadoras ni tablas, claro , siempre que estemos
lidiando con valores que conducen a angulos axiales 6 notables.

Trabajo independiente

1- Calcula sin hacer uso de tablas ni calculadoras personales el seno , el
coseno Yy la tangente de los siguientes angulos.

a) 75° b) 105°

2- Simplifica las siguientes expresiones

a) ser‘(g+oc)+cos(%—oc)

T T
b) Zcos(E—B)—ser(Eﬂ?))

3- Si senp =§ y cosa :% 0%q,p<90° halla

a) sen(a+p)

b) tan(a—p)

Respuestas y/o soluciones

1-

a) sen75°= V2 Z V6 cos75°= V6 ; V2 tan75°=2++/3  cot75°=2-+/3

b) sen105°%= V2 Z V6 c0s105°= V2 ; V6 tan105°=—2—-+/3 cot105%=+/3-2

J3

2- a) J2(sena+cosa)  b) 7cosBJr%senB

3.9) X 10
65 63



Funciones trigonométricas del angulo duplo

Lo fundamental es reconocer que utilizando las formulas de adicion se pueden
expresar las funciones trigonométricas del duplo de un angulo en términos de
las funciones trigopnométricas de dicho angulo.

A continuacidon presentaremos el teorema y posteriormente pasaremos a
demostrarlo tal y como hemos hecho en las clases anteriores

Teorema

Se cumple:

a) sen2a=2 seno-cosa

b) cos2o=cos?a - sen’a

_2lena ok +1)g; o= (2r +1)g; KreZ

Cc) tan2a = >
n°o

Demostracion:

En estos casos basta expresar 2o como a+a Yy realizar un ligero trabajo
algebraico.

Veamos:

a) sen2a=sen(a+a)=sena-cosa+coso-sena= 2sena-cosa

b) cos2a=cos(o+0)=CcoSa-Ccosa - Sena-sena= cos’o. - sen’a

c) En este caso si oc:(2k+1)g;kez tano no estd definida, si

T .
o=(2r +1)Z;r e Z el denominador se anula. Para los restantes valores de o

puede escribirse:
tana+tanoa _ 2tana

1-tana-tana 1-tana

tan2o =tan(a+a) =

Es muy importante realizar las siguientes observaciones:

eNo basta solo memorizar este teorema donde se recogen tres proposiciones
importantes que se utilizaran con mucha frecuencia en el trabajo venidero.
Debemos saber diferenciar la sintaxis y la semantica de cada una de ellas, es
decir , lo primero se refiere a la manera de escribirla y lo segundo es el
significado.

Por ejemplo:

a)Sen2x=2senxcosx

Si observas los argumentos de las funciones te daras cuenta que podemos
interpretar que representan un angulo y su duplo, 6 un angulo y su mitad,
depende desde el punto de vista de la interpretacion (esto es la parte
semantica del problema)

b)sendx= 2 sen2x- cos2x

En este caso 4x es el duplo de 2x

Otros ejemplos pueden ser:
C) serbx = Zsen%x . c:os%X




d) senx= Zseni-cos5
2 2

analogamente podemos interpretar las demas proposiciones.

e En el caso de

cos2a=cos’a - sen‘a

debemos tener en cuenta que como sena+cos’o=1 entonces podemos
expresar esta proposicion en términos de seno 6 de coseno

cos2o=2cos’a - 1

cos20=1-2 sen’a

Ejercicios propuestos:
1- Si cosx=0,20 y x es agudo, calcula sen2x, cos2x y tan2x

2-Simplifica:

Sem0 4 _ynkez

Sén—-C0S—
2 2

3- Calcula sen15°, cos15° y tan15° utilizando las funciones trigonométricas de
30°.

Respuestas y/o comentarios sobre las soluciones

1- si cosx=0,20 entonces senx=+1-cos? x =+/1-0,04 =098
Luego:

sen2x=2senxcosx= 2-0,98-0,2=0,39
cos2x=cos’x-sen®x=(0,2)*-(0,98)?=-0,92

sen2x 039 _ 043

tan2x = =
cos2x —092

2- 4 cos0

3- Debes tener en cuenta que cos20=1-2 sen’a por lo que podemos escribir
cos30° =cos2-15° =1-2sen’15°

- J3
-.sen?15 = 1-cos30° - 2 = 2-43
2 2 4
. serl5’® =\/2_\/§ - ‘/2_\/5
4 2
Anélogamente cos15° = 2%‘/5
0
Luego tan15® = S€M>__ =23

cos15’



Trabajo independiente

1- Sabiendo que sena =§ y g <a < m. Calcula sen2a, cos2a y tan2a

2-Demuestra que cos(g —a) = Zsen% . cosg
3- Obtén a partir de las relaciones estudiadas formulas para

X X
sen3x; cos3X; senz; cosE

Respuestas y/o soluciones

2x/25—Xx° _ 25-2x?

[ _ 2
1- sen2og = ——+—— CcoS2a tan2o = m

25 25 2x? - 25
3_
sen3x=3senx-4sen®x
cos3x=4c0s>Xx-3cox

X 1-cosx X 1+cosx
sen—:iw/— cos—:iw/—
2 2 2 2

Identidades trigonométricas

Anteriormente hemos encontrado con frecuencia igualdades que satisfacen
todos los valores de la variable para los que tiene sentido, son las llamadas
identidades.

Estas identidades desempefian un importante papel en las transformaciones
trigopnométricas tanto en Matematica como en Ingenieria, por eso le
dedicaremos una atencion especial.

Es bueno recordar que:

Si f y g son funciones, el dominio de la igualdad f(x)=g(x) coincide con el
dominio de la funcion f(x) — g(x)

Definiciéon 1

Una ecuacion de la forma f(x) = g(x) es una identidad si se satisface para cada
x del dominio, los nimeros reales que no pertenecen al dominio se llaman
valores inadmisibles.

Veamos un ejemplo:

2 2
COS“ a—sen‘a . .
Prueba que: =Cc0Sa —sSena es una identidad
coSa +Sena
El dominio de la igualdad es xeR:x# senx+cosx=0 y para esos valores puede

escribirse
cos’a—sen‘a _ (Cosa +sena)(coso —seno)

cosa +Sena cosa +Sena
Observa que para los valores de o tales que cosa + sena=0 el miembro
izquierdo no esta definido y el miembro derecho si, pero esos valores no
pertenecen al dominio y por tanto no hay que considerarlos para decidir si es
una identidad.
En la préactica, al comprobar que una igualdad es una identidad, no es
necesario escribir los valores inadmisibles explicitamente, pero debe trabajarse
con cuidado y garantizar que las transformaciones utilizadas son validas en

todo el dominio. Asi por ejemplo, v1-cos’a no puede ser sustituido por
sena en la comprobacion de una identidad ya que la cadena de igualdades

=Cosa —sena




J1-cos? o =+/sena =seno solo es valida cuando sena. > 0 pues

\/1—coszoc:\/senzoc:|sena| pero su dominio es R, luego no es una
identidad.

En general, no es facil verificar que una igualdad es una identidad, sin
embargo, muchas veces es sencillo comprobar que una igualdad no es una
identidad, pues es suficiente encontrar un valor del dominio que no la satisface.

Veamos:

Comprueba que la igualdad v1-cos® o =seno. no es una identidad.
R/ Basta encontrar un valor del dominio para el cual no se cumple la igualdad.

) 3n
Tomemos, por ejemplo, o = >

1—00523?7E =\/1:1;t—1=sen7

Es muy importante tener en cuenta que el procedimiento del ejemplo anterior
sélo sirve para comprobar que una igualdad no es una identidad pero no
puede ser usado para demostrar que lo es.

1- Determina los valores inadmisibles de la variable en cada una de las
siguientes expresiones:
1

COSsX
1

Sena-cosa
cotx

cosx+1
1

tan0 —cot0

a)

b)

d)

2-Determina si las siguientes igualdades son identidades

a) sene:tane-i

coso
COSX
b) —tanx =2
senx
tan® x 5
—————=Senx
l+tan® x

Respuestas y/o comentarios
1-

m{x:Qk+ngeZ}

b) {X:E,keZ}
2
c) {x=kmk e R}




d) {x:‘%"’é x=(4k+1)§ 6 x=(4k+3)%;kez}

2-

T
a) No, para x = 2 no se cumple

b) No, para X :g no se cumple

c) Si

Demostracion de identidades trigonométricas.

Primeramente debes recordar las identidades fundamentales que debes
trabajar y memorizarlas:

1- sen®x + cos?x = 1 (identidad fundamental de la trigonometria)

de ésta se deducen: sen’x = 1 — cos?x y cos’x = 1 —sen’x

2- sen(x + y) = senxcosy t cosxseny

3- cos(x + y) = senxcosy + cosxseny

tanx +tan
4- tan2x = ST
1—tanxtany

= tan’x + 1

cos 2x

~—- = cot’x + 1
sen “x

7- sen2x = 2senxcosx
2 2

8- cos2x = cos“X — sen“x

Teniendo en cuenta (1) tendremos:
cos2x = 1 — cos?x Y cos2x = 2cos?x — 1
2tanx

O-tan2x = ———~
Por otra parte debes recordar que si dos angulos x e y son complementarios (
x+y=90°) entonces se cumple que:

sen(90° — x) = cosx

cos(90° — x) = senx

tan(90° — x) = cotx

cot(90° — x) = tanx

Aunque no existen reglas de validez general para la demostracion de
identidades, pueden recomendarse dos procedimientos de trabajo. llustraremos
estos procedimientos con ejemplos:

Procedimiento | : Trabajar en ambos miembros
Ejemplo 1:
Demuestra la identidad

cos® X
1-senx
R/
En el dominio de la identidad se tiene 1-senx=0 (para que el denominador sea
diferente de 0) entonces se pueden multiplicar ambos miembros por 1-senx y
obtenemos
cos?x=(1+senx)-(1-senx)=1-senx
Hemos transformado la identidad original en otra de la cual sabemos que es
verdadera. Con esto no hemos demostrado la identidad, solo hemos inducido
una via para su demostracion; la demostracion se realiza invirtiendo los

=1+senx



pasos, es decir , comenzando con la igualdad conocida y terminando con la
deseamos demostrar

cos’x=1-sen’x

cos?x=(1-senx)-(1+senx)=

si 1-senx=0, se divide en ambos miembros y resulta:

cos® X

1-senx
Para invertir los pasos debemos estar seguro de que todas las
transformaciones realizadas pueden ser invertidas, si en alguna se introducen
valores inadmisibles no pueden estar en el dominio de la identidad. Eso es lo
gue ocurre con los valores que anulan 1-senx.

=1+senx

Ejemplo2:

Demuestra la identidad:

tanx +cotx = (x;tk—n;keZ)
sen2x 2

R/

En este caso se han indicado cuales son los valores inadmisibles de la
variable, en muchas ocasiones se hace asi, de lo contrario debes analizar
cudles son. Para realizar la demostracion, transformamos el miembroizquierdo

Senx , CosX _sen’x+cos’x _ 1

COSX Senx  Senx-Ccosx Senx-cosXx
Y transformamos el miembro derecho

tanx+cotx =

2 2 1

sen2x 2senx-Cosx Senx:-CosX
Hemos demostrado:
! __ 2 (x# ﬁ;k e”Z)
Senx-cosx sen2x 2
En este caso hemos utilizado solamente igualdades, eso garantiza que los
pasos son reversibles.
Como puedes observar, este procedimiento consiste en lo siguiente:

tanx+cotx =

a) Se transforma la identidad en otra conocida mediante sustituciones y
transformaciones algebraicas que pueden afectar ambos miembros, bien sea
en forma conjunta ( ejemplol) o independiente ( ejemplo2)

b) Se invierten los pasos dados en a) y se deduce la identidad de otras
conocidas; para hacerlo es necesario comprobar que los pasos de a) son
verdaderamente reversibles. Hay que tener cuidado de que los valores que
resultan excluidos al transformar sean valores inadmisibles.

Procedimiento Il ;: Transformar un miembro en otro.

Ejemplo3:
Demuestra las identidades de los ejemplos 1 y 2 trabajando en un solo
miembro.

cos® x
1-senx
En esta identidad escogemos para transformar, el miembro izquierdo ya que
ofrece més posibilidades para simplificar:

=1+senx




cos’x l-sen’x (1-senx)(l+senx)
1-senx 1-senx 1-senx
Como en el dominio 1-senx #0, simplificamos y obtenemos:

cos? x .
—— =1+ senx, como se queria.
1-senx
Veamos la identidad del ejemplo2

(x;tk?n;keZ)

tanx +cotx =
sen2x

En esta también escogemos el miembro izquierdo que nos brinda mejores
posibilidades

senx N COSsX
COSX senx

tanx+cotx =

( transformando en senos y cosenos pues hay que

llegar a sen2x)

senx+cosx_senzx+coszx_ 1 2
COSX Ssenx Senx-cosx sen2x sen2x

2
Como se aprecia, en la demostracion de identidades es necesario recordar y
utilizar:
-las identidades trigpnométricas fundamentales.
-las férmulas de reduccion
-las operaciones con expresiones algebraicas
-la descomposicion factorial
-la simplificacion de expresiones algebraicas

En ocasiones, transformamos un miembro y “no llegamos” a obtener la
expresion buscada, en este caso , te sugerimos transformar, por separado , el
otro miembro hasta encontrar expresiones equivalentes.

Conclusion:

Te sugerimos que al demostrar identidades tengas en cuenta los consejos
siguientes:

1-Inicia la demostracion por el miembro que te da mas posibilidades para
transformar. Si no puedes decidirte, aplica el procedimiento de trabajar en
ambos miembros( jatiende a la reversibilidad de los pasos!)

2-Si es posible, utiliza la descomposicion en factores o simplifica.

3- Si no se te ocurre un camino para empezar a transformar , reduce todas la’s
funciones trigonométricas a senos y cosenos .

4- Ten cuidado de comprobar que todas las transformaciones son validas en el
dominio de la identidad.

Trabajo independiente
1- Prueba las siguientes identidades para los valores admisibles
1
2n -1
cos” 0
cos’®  cos’0
+ =2
1+sen® 1l-serd

a) tan® 0 -

b)




C) tanx+cotx =
sen2x

1 1
2, + 2 1
d) COS™" X senx _
tan? x sen‘x

Respuestas y/o comentarios

a) No basta expresar a tan®0 en funcién de sen@ y cos6 , también debes tener
en cuenta que cos®0 - 1= -sen0

b) Para mayor comodidad, lo mejor seria extraer factor comun y efectuar la
suma.

c¢) El miembro a transformar es el izquierdo, expresando tanx y cotx en funcion
de senos y cosenos y efectuar la suma tendremos:

—— — sin embargo esto difiere del miembro derecho, pero
Senx-cosx

¢en qué radica tal diferencia?

Observa que por ejemplo, nos haria falta un”2” en el numerador, eso seria muy
sencillo, solo bastaria multiplicar por “2” el numerador y el denominador ( para
no alterar la expresién) y ya con eso llegamos a obtener la expresion buscada.

d) Este ejercicio tiene mas de trabajo algebraico, efectuar la suma del
numerador y luego el cociente.

Demostracion de identidades trigonomeétricas.

A contuinuacion nos enfrentaremos a diferentes tipos de identidades donde
podrads aplicar tus conocimientos sobre identidades, valores de razones
trigonométricas de angulos notables y axiales y las habilidades obtenidas en el
trabajo algebraico en grados anteriores.

1-Demuestra la validez de las siguientes igualdades , para todo valor admisible
de la variable.
a) (cosx + senx)’=sen2x+1

2
b) cosX—senX| —1-senx
2 2

c) sen60° +x)—sen60° —x) =senx
d) tan(45° +a)—tan(45° —a) = 2tan2a
2
( 1 j 1-cosx
e) | cotx — =
senx 1+cosx
f) cos* o —sen'o = cos2a
sen2x 1
9)

1-cos2x - tanx

h) ﬂ:tan(f—a)
1+sen2a 4
l+sen2x 1+tanx

cos2x  1-tanx

Soluciones y/o comentarios
1-



a) Desarrollando el binomio nos quedaria la identidad fundamental y la
identidad correspondiente al angulo duplo.

b) Es un trabajo similar a la anterior identidad
Transformaremos el MI ( miembro izquierdo) ,
Desarrollando el binomio al cuadrado nos quedaria

X X X X ) )
cos’ > - ZCOSESEI’IE +sen’ > En este caso tenemos la identidad fundamental

X X — . X X X
cos? o7 sen’ 5 =1 vy otra identidad conocida 2coszsen5 = senZE = senx

c) Es evidente que el Ml es el que intentaremos trasformar, para esto
desarrollaremos el seno de la suma y de la diferencia luego sustituiremos los
valores de las razones trigopnométricas del seno y el coseno de 60° y llegamos
comodamente a la expresién del miembro derecho.

d) Aca el trabajo es muy similar al desarrollado en el inciso anterior,, pero
algebraica es mucho mas complicado, en este caso aplicando la identidad
correspondiente a la tangente de la suma tendremos :

tan45° +tana  tan45’ —tana _1l+tana l1-tana

tan(45° +a)—tan(45° —a) = - _ _ _ _
1-tan45” -tana 1+tan45” -tana l1-tana 1l+tana

1+2tana+tan’a—1+2tana—tan’a 2(tana+tana)

(1-tana)(1+tana) l-tana-tan

e) Transformando el Ml , te sugerimos primeramente efectuar la suma dentro
del paréntesis y luego elevar al cuadrado, después de realizar esta sugerencia
(cosx -1)*
sen’x

cuadrado porgue nos alejamos un tanto de la expresion del miembro derecho,
fijate que por ejemplo en el denominador del miembro derecho tenemos
1+cosx Yy esa expresion la podremos obtener transformando sen®x

nos quedaria

[cotx— 1 jz _ (cosx—1)cosx-1) _(cosx—1)cosx 1)

senx 1-cos’ x (1-cosx)1+cosx)
Otra de las cosas que debes fijarte es que las expresiones cosx-1y 1-cosx
son expresiones opuestas , por lo que al simplificarse el resultado es -1,
resultando:
(cosx-1)cosx-1) —(cosx-1) 1-cosx _

(1-cosx)l+cosx) 1+cosx 1+cosx

= 2tan2a=MD

tendremos , Sin embargo no es conveniente desarrollar el binomio al

MD

Soluciones y/o comentarios

1-

a) Desarrollando el binomio nos quedaria la identidad fundamental y la
identidad correspondiente al angulo duplo.

b) Es un trabajo similar a la anterior identidad
Transformaremos el MI ( miembro izquierdo) ,
Desarrollando el binomio al cuadrado nos quedaria



X X X X ) )
cos’ = — ZCOSESEI’IE +sen’ > En este caso tenemos la identidad fundamental

X X — . X X X
cos? o7 sen’ 5 =1 y otra identidad conocida 2coszsen5 = senZE = senx

c) Es evidente que el Ml es el que intentaremos trasformar, para esto
desarrollaremos el seno de la suma y de la diferencia luego sustituiremos los
valores de las razones trigopnométricas del seno y el coseno de 60° y llegamos
comodamente a la expresién del miembro derecho.

d) Aca el trabajo es muy similar al desarrollado en el inciso anterior,, pero
algebraica es mucho mas complicado, en este caso aplicando la identidad
correspondiente a la tangente de la suma tendremos :

tan45° +tana  tan45’ —tana _1l+tana l1-tana

tan(45° +a)—tan(45° —a) = > - . = -
1-tan45” -tana 1+tan45” -tana l1-tana 1l+tana

1+2tana+tan’a—1+2tana—tan’a 2(tana+tana)
(1-tana)(1+tana) l1-tana-tan

e) Transformando el Ml , te sugerimos primeramente efectuar la suma dentro
del paréntesis y luego elevar al cuadrado, después de realizar esta sugerencia
(cosx -1)*
sen’x

cuadrado porgue nos alejamos un tanto de la expresion del miembro derecho,
fijate que por ejemplo en el denominador del miembro derecho tenemos
1+cosx Yy esa expresion la podremos obtener transformando sen®x

nos quedaria

[cotx— 1 jz _ (cosx—1)cosx-1) _(cosx—1)cosx-1)

senx 1-cos? x (1-cosx)1+cosx)
Otra de las cosas que debes fijarte es que las expresiones cosx-1y 1-cosx
son expresiones “opuestas’, por lo que al simplificarse el resultado es -1, no es
necesario realizar cambio de signo, resultando:
(cosx-1)cosx-1) —(cosx-1) 1-cosx _ MD

(1-cosx)l+cosx) 1+cosx 1+cosx

= 2tan2a=MD

tendremos , Sin embargo no es conveniente desarrollar el binomio al

f) cos* o —sen'a = cos2a
Algebraicamente el MI puede interpretarse como diferencia de cuadrados,
resultando:

(cos? x +sen? x)(cos® x —sen? X) = cos” 2x
sen2x 1

1-cos2x tanx
Transformando el MI (aplicando las identidades correspondientes de los
angulos duplos y un sencillo trabajo algebraico se llega a obtener el MD.

cos2a

1+sen2a
Este es un caso en el que es conveniente trabajar en ambos miembros
Transformando el MI tenemos:

T
=tan(——-a
(4 )



COS 2 cos® X —sen® x _ (cosx+senx)(cosx—senx) (cosx—senx)

1+sen2a  sen’ X +cos? X+ 2Sen X Cos X (sen x + cos x )’ (sen x + cos x)
Transformando el MD nos quedaria

b4 V4 V4 2
sen(>—a) sen—-cosa—Cos— -sena ——(cosa —sena)
can(® o) = ! 4 _ 2
an -a)= 7 o 7 2
cos(z—a) cosz-cosa+senz-sena 7(605a+sena

_ (cosaz—sena)
) (cosa +sena)

Como puedes apreciar hemos transformado cada miembro por separado
obteniendo expresiones equivalentes.

1+senm2x 1+tanx
cos2x  l-tanx

)

El trabajo es similar al anterior:
Transformando el MI tenemos:

1+sen2x _ sen® x+Cos” X +2Sen XCos X _ (sen x + cos x )’ _Sen X+ Cos X
COS 2X cos® x —sen? x (cos x +sen x)cos x —senx)  €OS X —sen X

transformando el MD:
SenX  COS X +Sen X

+
1+ tanx _ COSX _ COoS X _ COS X +Sen X
1-tanx 1_senx COSX—SenX cos X —sen X
COS X COS X

Sin embargo, pudimos transformar el Ml y llegar al miembro derecho sin la
necesidad de transformar ambos miembros, veamos:

1+sen2x _ sen® x+Cos” X +2Sen XCoS X (sen x + cos x)* _Sen X+ Cos X
€S 2X cos® x —sen? x (cos x +sen x)cos x —senx)  €OS X —sen X

si observamos, hemos arribado por diferentes caminos a expresiones
eqguivalentes por lo que podemos decir que MI=MD
Sin embargo transformando en solo uno de los miembros podemos arribar al
otro sin mucha dificultad, veamos como del miembro izquierdo podiamos llegar
a lo buscado:
1+sen2x _ sen® x+Cos” X +2Sen XCoS X _ (sen x +cos x)* _Sen X+ Cos X

COS 2X cos® x —sen? x (cos x +sen x)cos x—senx)  €OS X —sen X
Si comparamos la ultima expresion después de las transformaciones con el
miembro de la derecha podemos percatarnos que para obtener, por ejemplo,
tanx bastaria dividir por cosx el numerador pero para no alterar la expresion
también debemos dividir el denominador quedandonos:

senx Ccosx

+
SEeNxX+Co0SX cosx cosx _l+tanx

cOSXx—Senx COSX Senx 1-tanx

COSX COSX
Dejamos propuesto realizar el trabajo en el otro sentido.

Trabajo independiente
1- Demostrar las siguientes identidades para los valores admisibles de la
variable.



sen2x  2tanx
cos2x 1-tan®x

b) sen3x = senx(3—4sen’x)
sen’2x

=tanx
1+cos2x —cos? 2x —cos® 2x

l+senx  cosx

COSX 1-senx

Respuestas y/o comentarios

a) El trabajo es similar a las identidades realizadas en la clase.

b) Una simple observacion nos lleva a cambiar al mismo argumento, en este
caso podemos expresar 3x como 2x+X y tendremos:

sen3x =senx2x + X) =....y aplicando la identidad del seno de la suma,
transformando todo a seno y por ultimo extrayendo factor comun arribamos a lo
deseado.

c) Es evidente que el miembro a transformar es el izquierdo.

Muchos estudiantes en este caso, en el numerador sustituyen sen2x por la
identidad correspondiente, luego elevan al cubo y continian en esa direccion.
Pero otros, incursionan primeramente en el denominador para luego analizar el
camino mas ventajoso.

Veamos el denominador: 1+ cos2x —cos® 2x —cos® 2x

Es facil darse cuenta que estamos en presencia de un polinomio de grado 3 en
funcion de cos2x , el cual se descompone por agrupamiento sin contratiempo
alguno , es decir:

14 cos2x —cos® X(1+cos2x) = (L+ cos2x)(1—cos® 2x) = (1+ cos2x) - ser’ 2x

Y sustituyendo tenemos:

d)

sen’2x Sen2x  2senx-CoSX _ 2SEnxcosx _ Ssenx

- - = = =tanx
(L+cos2x)-sen’2x (L+cos2x) 1+2cos’x-1  2c0os’X  COSX

l+senx  cosx

d) =

cosx l-senx
Estamos en presencia de una identidad que a los alumnos les resulta
‘compleja” a pesar de ser “tan menudita” , y que muchos se deciden a
multiplicar “cruzado” sin tener en cuenta el rigor matematico que debemos
tener en estos tipos de demostracion.
épor qué les resulta compleja?
Bueno, porque si nos decidimos a transformar el Ml “no sabemos que hacer”, lo
mismo sucede si la decision fuese por el derecho.
Pero veamos que hacer en estos casos:

1+senx

COSX
Si nos fijamos en el miembro derecho, por ejemplo, en su numerador tenemos
cosx que no lo esta en el izquierdo, esto sugiere que debe “aparecer”, pero ,
¢, Qué transformacion debemos realizar para “tenerlo™?
Simplemente podemos multiplicar y dividir el numerador y denominador de
nuestra expresion por cosx para poderlo lograr

Supongamos que queremos transformar el miembro derecho



1+senx _(1+senx)-cosx

COSX COSX-COSX
“alterada” con “esta maniobra”, ahora debemos dirigir nuestra atencion a que

en el numerador “nos sobra” 1+senx 6 en el denominador “debe aparecer’

1+senx , para ello bastaria transformar el denominador:

(1+senx)-cosx (1+senx)-cosx (1+senx)-cosx  (1+senx).cosx COSX

COSX-COSX cos® x 1-sem’x (1+senx)(l-senx) ~ 1-senx
gue es la expresion deseada.

es evidente que nuestra expresion no resultd

Ejercicios sobre identidades trigonomeétricas.
Ahora integraremos lo visto hasta este momento en la trigonometria
centrandonos en el desarrollo de habilidades en la demostracion de identidades
trigonométricas.

A continuacién proponemos los siguientes ejercicios
1. Demuestra la siguiente identidad para los valores admisibles de la variable:

COS2X+2cosX+1

=2
cos x(cos x +1)
cos(E —X)
2-Se dan las funciones f(x) = 2 Y g(X) = 2Senxcosx.
tan(2n — Xx)

Prueba que para todos los valores admisibles de la variable se cumple que:
f(x) = - cosx.

3-Demuestre la siguiente identidad para los valores admisibles de la variable x
(1— tan? x) (1— senzx) = (1— J2 senx) (1+ V2 senx)

4-En la siguiente igualdad indique cuatro valores inadmisibles de la variable
del intervalo principal y demuestra la identidad siguiente:
1

semxX=——————
tan X + cot 2x

sen® x+cos® x _ 2-sen2x

5-Dada la expresiéon
Senx+CcosX 2

a)¢ Para cuéles valores reales de x e [0;2n]no est4 definida?
b)Prueba que para todos los valores admisibles es una identidad.

6--Dada las expresiones

_ tan135° +5sen450° . M =14 2-4c0s®x

8cos(-60°) sen2x
a) Halla los valores inadmisibles de la expresion M.
b) Prueba que para todo valor x del dominio de M se cumple que M = N.
4¢0s? 2x

cotx —tanx
a) Escriba cuatro valores inadmisibles de la variable.
b) Prueba que es una identidad para todos los valores admisibles de la variable

N +cotx—tanx

7-Tenemos la igualdad sen4x =



Respuestas y/o soluciones
1.608 2x+2cosx+1

cos x(cos x +1)

Esta demostracion es sencilla, el trabajo a desarrollar es analogo a varias
demostraciones vistas en la clase anterior.

cos(E - X)

2-Se da la funcion f(x) = —=——
tan(2n — x)

Prueba que para todos los valores admisibles de la variable se cumple que:
f(x) = - cosx.

En este caso, transformando el Ml debemos darnos cuenta que el numerador se
transforma directamente en senx y el denominador en —cotx,( fijate que el
argumento responde a la forma de los angulos en el IV cuadrante, de aqui
tendremos que:

T
COS(E_X) _Senx _ senx _ Senx-cosx
tan(2n—x) -cotx  COSX  —senx

senx
3-(1-tan® x) (L — ser’x)= (1— J2 senx) (1+ J2 senx)
Al transformar el MI tendremos:
sen?x ) cos? X —sen’x
J j( )= Sos" X~
COS” X COS” X
Debes fijarte que la ultima expresion puede ser interpretada como una diferencia

de cuadrados 1-2ser’x que al descomponerla arribamos directamente a la
expresion buscada.

= —CO0SX

(L-tan” x) (1 — ser’x)= (1— -cos® x =1-2sen’x

1

tan x + cot 2x
a) Nos estan pidiendo “solo tres” valores inadmisibles que estén situados en el
intervalo principal, basta observar que tanx se indefine si cosx=0 , por lo que

4-sen2x =

T . . .
X = Ey x=n serian dos de ellos, por otra parte cot2x se indefine para sen2x=0,
luego el argumento puede ser 0 0 & “pero” estamos hablando del argumento y
. , T
no del valor de la variable, en este caso x=0 0 X = r

b) Para demostrar la identidad podemos transformar el MD, que en nuestro
caso es que nos permite “mas libertad”.

1 a 1 3 1 3 1 3
tan x + cot 2x senx+ COS2X sen’x+Cc0S2x sen‘x +1-2sen’x
COSX sen2x 2Senxcosx 2Senxcox

2SEenxcos X = sen2x

5- Es evidente que los valores que indefinen son aquellos que anulan la suma
senx+cosx, es decir, los valores para los cuales senx=-cosx y esto se puede
interpretar de maneras distintas, por ejemplo son los mismos valores que

. 3 7
hacen que tanx=-1y serian en el Il y Ill cuadrante , en este caso Tn y Tn



sen’x +cos’x _ 2-sen2x

Senx+ Ccos X 2
Transformando el Ml tenemos:

sen’x +cos’ X _ (Senx+cosx)(sen’x + Senxcosx + cos’ x

Senx+ cosXx Senx+cosx
Debiste darte cuenta que en el numerador tenemos una suma de cubos
Después de simplificar y aplicar la identidad fundamental nos queda:

(senx+ cosx)(sen’x + Senxcos x + cos” X

Senx+ cos X
¢, Como obtener el MD?
En clases anteriores nos habiamos referido a como proceder en estos casos,
puedes observar que en la expresion que debemos obtener hay denominador
“2” , pues bastaria dividir por “2” para obtenerlo y multiplicar el numerador por
“2” el numerador para “no alterar” la expresion , obteniendo:
2(1+senxcosx) 2+2senxcosx 2+ sen2x

=1+ Senxcosx

1+senxcosx =
2 2 2
6_
0 0 2
N = tanl3s +5592450 : M =1+ 279C0S"X , cotx —tan x
8cos(-60°) sen2x

Para calcular el valor de N, debes calcular
tan135°=-tan45°= -1, sen450°=sen90°=1 y cos(-60°)=cos GOO:%

por lo que N=1
luego habria que demostrar que M=0, veamos:
2 - 4c0s°Xx 2-4cos’x COSX senx
l+—+cotx—tanx =1+ + —
sen2x 2Senxcosx Senx CosxX
_ 2SenxcosX+ 2 —4cos’ X +2c0s” X —2Sen’X _ 2SenxcosXx + 2 —2cos’ X — 2sen’x
2Senxcosx 2Senxcos x
_ 2SenxcosX+ 2 —2(sen’x+cos’ X)  2Senxcosx

2Senxcos X 2Senxcos X

1

4c0s? 2x

cotx —tan x
a) La busqueda de cuatro valores no admisibles de la variable es similar al

ejercicio 4.

7-sendx =

4cos’ 2x

cotx —tanx
después de sustituir cotx y tanx por senos y cosenos, efectuar la diferencia del
denominador, simplificar y acomodar el cociente tendremos:

4cos® 2x

cotx —tan x
Si desdoblamos el 4 como 2-2 tendremos:
2-2C0S2X-SEenx-CosX =2-2SenxcosSXCcos2xX =sen?2 - 2X = sendx

b) En la demostracion transformaremos el MD

=4C0S2X-Senx-cosx

Trabajo Independiente



2 —
1-Dada la siguiente igualdad 4sen’x —cos2x +1 =tanx

3sen2x
a) Indique tres de sus valores inadmisibles
b) Demuestre que es una identidad para los valores inadmisibles de la
variable.

2
2-Dada la siguiente igualdad 1-tan” 2x _ COoS(—4x)

1+tan? 2x
a) Halla los valores inadmisibles de su variable en el intervalo 0<x<2rn
b) Prueba que es una identidad para todos los valores admisibles.

Respuestas y/o comentarios
1- a) debes darte cuenta que en el miembro izquierdo el denominador no
puede anularse por lo que todo se puede reducir a encontrar tres valores que
anulen sen2x, esto seria:
sen2x=0 que equivale a 2x=kr, keR

__km

2
de aqui evaluando k para tres valores enteros cualesquiera por ejemplo para
k=0,1,2 obtenemos x=0, x =~ y x = .

1b) Partiremos del miembro izquierdo:

4sen 2x—cos 2x+1 4sen?x—1+2sen 2x+1 6sen “x senx
MI= = = = = tanx = MD

3sen 2x 6senxcosx 6senxcosx COSxX

luego MI=MD

2

2-a) es analogo al 1-a)

2b) el miembro izquierdo nos da mas posibilidades de trabajo, veamos:
sen’2x  cos?2x — sen?2x

1—tan?2x 1-— 27 )
MI = = COS £X _ COS”£X = cos?2x — sen?2x = cos4x
1 + tan?2x sen?2x  cos?2x + sen?2x
1+ > >
Ccox*2Xx COS“2Xx

pero cos(-x)=cosx entonces cos4x = cosi{—4x)=MD
luego se cumple que MI=MD para todos los valores admisibles de la variable.

Aplicaciones de la trigonometria. Resolucién de tridngulos rectangulos

Veremos algunas aplicaciones de la trigonometria que no solo nos permiten
calcular elementos de un triangulo, sino que mediante su uso, es también
posible resolver, de un modo sencillo, muchos problemas de la vida practica
cuya solucion presentaria grandes dificultades por otros meétodos o seria
imposible.

Comenzaremos recordando aspectos teoricos basicos sobre triangulos

-Todo tridngulo tiene seis elementos fundamentales: tres lados y tres angulos.
Sabemos que no todos los elementos de un triangulo pueden ser dados
independiente pues existen ciertas relaciones que deben cumplirse. Estas
relaciones ligan los elementos de modo que conocidos tres de ellos (uno de los
cuales, al menos, debe ser un lado) es posible en ciertos casos calcular los
restantes ya que:



Un tridngulo esta univocamente determinado si se conocen:
a) Tres lados

b) Dos lados y el angulo comprendido

¢) Un lado y los dos angulos adyacentes

Esto se debe a que en cada uno de esos casos se puede aplicar uno de los
criterios de igualdad de triangulos que garantiza su unicidad.

Debes tener muy en cuenta que siempre es necesario conocer un lado. Si
se tienen los tres angulos, el triangulo no esta univocamente determinad, pues
todos los triangulos semejantes entre si tiene tres angulos respectivamente
iguales. Por ejemplo, todos los triangulos equilateros tienen sus tres angulos
iguales a 60°

/\

Resolver un triAngulo es, conocidos tres de sus elementos, calcular todos los
elementos desconocidos.

Ahora bien; si el triangulo es rectangulo solo es necesario conocer dos
elementos pues uno es conocido siempre, el &ngulo recto.

Ejercicios Propuestos:
1- Resuelve el triangulo de la figura:

A

o
53

{8

S/

En ejercicios como este en el que los datos no proceden de mediciones( no
representan cantidades de magnitud) generalmente , para mayor comodidad,
consideraremos los datos como valores exactos.

En este triangulo conocemos la hipotenusa y un cateto. Para resolver el
triangulo debemos hallar el otro cateto y los dos angulos agudos.

Para calcular el cateto a podemos aplicar el Teorema de Pitagoras

a’=c?-b?

a’® =78 —53° = 3275

a=572

Para calcular el angulo B debemos utilizar una razén trigpnométrica de este
angulo, la cual escogemos analizando cual de ellas lo relacionaron los
elementos dados, como conocemos el cateto opuesto y la hipotenusa
utilizamos el seno de .

senB:E
c




senp = % =0,6795 obteniéndose p=42,8°

Para hallar el ,otro angulo (o)) seguimos el mismo procedimiento tomando en
este caso la funcién coseno por ser la que lo relaciona con los datos.

b
coso = —
c

cosa = ?—:: 0,6795 obteniéndose a= 47,2°

Quedando de esta manera “el triangulo resuelto”.

2- Calcula los elementos desconocidos en el triangulo

C

— ~A0
100y o= 60

B
B A

S/ Conocemos un cateto y un angulo agudo.

Debemos calcular el otro angulo aguado, la hipotenusa y el otro cateto.

Para calcular el &ngulo desconocido (y) aplicamos la relacién y=90°-o. de donde
v = 90°-60°=30°.

Para calcular uno cualquiera de los lados desconocidos utilizamos, al igual que
en el ejemplo anterior, una razén trigopnométrica que relacione los elementos
dados con el lado que queremos hallar.

Para la hipotenusa ( b) utilizamos el coseno de o

c
coso = —
b

c 100 100
cosa  €os60’° 05
Para hallar el cateto a utilizamos la tangente de o

De donde b = 200

tana =2 de donde a=c-tan60°=100- J3=173 y el triAngulo esta resuelto.
c

Resumiendo:

Para resolver un triAngulo rectadngulo debes seguir los siguientes pasos:
1-Dibujas un triangulo rectangulo sefialando los elementos conocidos y
desconocidos.

2-Cuando se conoce un angulo agudo se puede calcular el otro angulo agudo
restandolo de 90%a que son complementarios.

3-Para hallar un elemento desconocido se escoge una relacion que contenga
dicho elemento y a otros dos conocidos, y se despeja en ella el elemento que
se busca.

La relacién escogida puede ser una razon trigonométrica o el teorema de
Pitagoras.

Trabajo Independiente
1- En los triangulos rectangulos siguientes halle la longitud del lado designado

[{ Rl

por “x” ( el angulo recto se indica en ella)




2-Halle la medida, en grados, del angulo designado por 6

12

1 "

3- Halle el valor de “x” en cada uno de los casos siguientes:

A A
X
50
35’
D
245° 0 60°
B 95 [ C /ACD=90°

X D B C

Fig B

Fig A

Respuestas y/o soluciones
1-
a) 13 b)16,5 c)15 d) 17,3 e) 10



2-
a)36° b)50,2° ¢)52° d)30°

3-
FigA x=10,5
FigB x=63,7

A continuacion trataremos problemas vinculados con la realidad donde esté
presente la resolucién de triangulos rectangulos.
Comenzaremos por el siguiente ejemplo:

1- Una escalera de 6,5 m de largo esta recostada a una pared. Si el pie de la
escalera estd separado de la pared 1,9 m, halla el angulo formado por la
escaleray la pared.

S/

Comenzaremos realizando una interpretacion del problema mediante una
modelacion matematica de este. En estos casos es conveniente confeccionar
una figura de analisis.

En el problema dado, para hacer la figura de analisis haremos una abstracciéon
y consideraremos la pared como una linea vertical totalmente recta y el piso
como una linea horizontal, sin irregularidades. De este modo, al cortarse la
pared y el piso formaran un angulo recto.

Noétese que para resolver el problema dado no es necesario resolver el
triangulo completo ya que solo nos interesa calcular el angulo que forma la
escalera con la pared, o sea, el angulo a.
Después de hecho este analisis solo nos resta hallar el elemento pedido, para
ello utilizaremos el seno del angulo a.
_BC_ 19 0,292, luego a=17°

AC 65
Por ultimo se debe dar la respuesta al problema planteado
Resp%esta: El angulo que forma la escalera con la pared es aproximadamente
de 17".

sena

Es bueno aclarar que:

En los ejercicios de texto y problemas donde aparezcan cantidades de
magnitud se realizaran los calculos intermedios sin tener en cuenta la unidad
correspondiente, pero en la respuesta si debe considerarse. En estos casos,
los datos si son numeros aproximados luego para el calculo y la respuesta se
debe tener en cuenta que “cuando se calcula con valores aproximados la




respuesta debe darse con tantas cifras significativas como el dato que menos
namero de cifras tenga. Los célculos intermedios deben realizarse con una
cifra significativa adicional; en caso de que esto sea muy engorroso, se
pueden realizar con el mismo numero que tenga la respuesta’

Antes de proponer los ejercicios restantes seria conveniente precisar algunas
cuestiones del lenguaje que sera utilizado.

angulo de elevacién: Es el angulo formado por una linea horizontal y otra
cualquiera no horizontal (por encima de la horizontal)

angulo de depresion: Es el angulo formado por una linea horizontal y otra
cualquiera no horizontal ( por debajo de la horizontal)

Cuando se trata de un observador, a esa linea no horizontal que va desde el
ojo del observador al objeto se le llama visual.

v loguis de elevacy

0. 4nguds de depresit

Sotlionial

F

ehservalne

ey

Antes de proponer el siguiente problema consideramos necesario hacer la
siguiente aclaracion:

angulo de inclinacion del Sol: Es el formado por uno cualquiera de sus rayos
y la superficie de la Tierra, considerada horizontal.

2- Un arbol proyecta una sombra de 12 m de largo cuando el ngulo de
inclinacion del Sol es de 31°. Halla la altura del arbol.

S/

Consideraremos la altura del arbol como un segmento vertical AC que pasa por
su centro desde el extremo superior hasta el suelo, y la sombra, como un

segmento horizontal BC, despreciando las irregularidades del suelo.

a8

4

El angulo de inclinacion del sol lo mediremos, en nuestro caso, como el
formado por el suelo y un rayo de sol que pasa por el extremo B de la sombra y
por el extremo superior C del arbol. De este modo se forma el AABC del cual

conocemos el angulo B ( inclinacion del sol) y el cateto E( longitud de la




sombra). Debemos hallar el cateto AC = h, es decir, la altura del arbol, para ello
utilizamos:

h=AB-tanp =12-tan31° =12.0,601=7,2

..la altura del arbol es aproximadamente 7,2 m.

3- Desde un avién se observan dos barcos con angulos de depresién de 35°y
48° respectivamente. Si la distancia del primer barco al avién es de 420 m, ¢a
qué altura vuela el avion?, ¢ cudl es la distancia entre los barcos.

S/

Veamos una figura de analisis de la situacion planteada

Los puntos Ay B representan los barcos y C el avion, CD = haltura del avion
Tenemos:

AC =420

o=/ACH=35°

p=/BCH =48°

Lo anterior es evidente por alternos entre paralelas

En AADC, rectdngulo en tenemos que h=AC-sena=241

Luego h=240 m

Ademéas AD=h-c0s35°=420.-0,819=344 m

En ACDB rectangulo en D tenemos

tanB:@
DB

DB =2
tan

DB = 241 ;=217
tan 48

Pero AB=AD+DB

Luego AB==344+217=561

Respuesta: El avion vuela a una altura de 0,24 km y la distancia entre los
barcos es de 0,56 km.

Trabajo Independiente

1- Una torre proyecta una sombra de 86,9 m de largo cuando la altura del Sol
sobre el horizonte es de 56,5%;Cudl es la altura de la torre?

2- Un muchacho empinando papalote ha soltado 135 m de cuerda. El papalote
se halla situado verticalmente sobre un punto que esta a 75 m de distancia del
muchacho. Admitiendo que la cuerda no forma onda y sin tener en cuenta la
altura del muchacho, ¢,a qué altura se encuentra el papalote y cual es el angulo
de elevacion?

3- Un poste se doblo6 de forma tal que su extremo choca con el piso y dista 8,75
m de la base del poste formando un angulo de 40,4° con el suelo. Halla la
altura original del poste.



4-A través del telescopio de una bateria antiaérea se observa un avion que se
encuentra a 6,3 km de distancia del observador bajo un angulo de 11,6° ¢ A qué
altura vuela el avion en el momento de la observacion?

Soluciones y/o respuestas

1-131m

2-1,1hm  &ngulo 56°

3-19m

4-1,3 km

Resolucion de triangulos no rectangulos. Ley de los Senos.

En el caso de triangulos no rectangulos tendremos que familiarizarnos con
nuevas herramientas que nos permitan acceder a su resolucion..

Para resolver un triangulo no rectangulo necesitamos conocer como minimo
tres de sus elementos, ya que en este caso no tenemos ningun elemento
conocido implicitamente. Uno de los elementos conocidos debe ser, como
sabemos, al menos un lado. En el caso de estos triAngulos necesitaremos
algunos teoremas adicionales a los conocidos para triangulos rectangulos.

Teorema ( Ley de los senos)

En todo triangulo, el cociente de la longitud de un lado y el seno del angulo
opuesto a ese lado, es constante e igual al duplo del radio de la circunferencia
circunscrita.

Veamos a continuacion su demostracion:
Debemos demostrar que en todo AABC se cumple:
a_ _ b __c _ IR
seno. senf seny
Donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo.
Sea el AABC ( acutangulo)inscrito en la circunferencia de centro O y radio R

Trazando el diametro CD se forma el ADBC rectangulo en [ por estar inscrito
en una semicircunferencia.

En ADBC tenemos que:
a=CD-senf....... (1)
Pero CD= 2R y 6=a por estar inscrito en el mismo arco 6 cuerda, luego

=2R

a =2R sena sustituyendo en (1), de donde -~




Como esto puede hacerse con cualquier angulo, trazando cada vez el diametro
gue pase por su Vvértice, se obtiene

a_ _ b __c _ IR
seno. senf seny
Como todo triangulo se puede inscribir en una circunferencia, la demostracién
anterior es valida para cualquier tipo de triangulo. La Unica diferencia se
presenta al considerar el angulo obtuso de un triAngulo obtusangulo.

-~

)

En este caso, trazando el didmetro CD se obtiene el ACBD rectangulo en B en
el cual tendriamos que a=CD-senf
Ahora bien: o + 6 = 180° ( por estar inscrito en dos arcos cuya suma es 360°)
Luego a=2R-sen(180°-a)
a=2R-sena Yy la demostracion continta de igual manera
Veamos un ejemplo:
1- Dados a=65,3° =40,5° y a=50,1; resuelve el triangulo ABC
R/ Seria conveniente esbozar graficamente la situacion:

Es muy evidente apoyandonos en la suma de angulos interiores de un A darnos
cuenta que y=74,2°

Como conocemos el lado a y el angulo opuesto o podemos trabajar con la ley
de los senos, aunque debemos escoger muy bien las razones de tal manera
gue no aparezca mas de un elemento desconocido. Asi, para hallar el lado b
utilizaremos:



a b asenp _501-sen40,5°

= de donde b= ;— =358
sena  senB sena sen65,3
analogamente para hallar c usamos:
& __C e donde c=258M 5010962 _ 5o
seno. seny seno 0,909

A continuacioén te proponemos los siguientes ejercicios:
1-Dado el AABC si :

a) a=35 b= 22 y a= 45°. Halla B

b) a=40° b= 37 yy=32° Halla a.

Respuestas y/o comentarios

a) p=26,4°

En este ejercicio hay una aplicacion directa de la Ley de los senos ya que
tienes dos angulos, el lado que se opone a uno de estos lados y te proponen
encontrar la longitud del otro lado que se opone al otro angulo dado.

b) a=25

En este caso se necesita uno de los siguientes elementos para poder trabajar
con la Ley de los senos:

-el lado que se opone al angulo y

-el &ngulo que se opone al lado

Segun los datos que tenemos a mano resulta muy facil encontrar la amplitud
del angulo B por suma de angulos interiores en el triangulo dado, una vez
hallado B la ley de los senos se aplica directamente.

Trabajo Independiente
1- Dados a=30°, a= 3y b= 4. Calcula la amplitud del &ngulo p.
2- Dados a=30°, a= 3y b= 7. Calcula la amplitud del angulo .

Respuestas y/o soluciones
a) Apliguemos la ley de los senos ya que disponemos de todos loes elementos
para hacerlo

a b
seno.  senB
Despejando, sustituyendo y calculando tendremos senf3=0,6667
Ahora nos tocaria resolver esta ecuacion:
En nuestro caso p=41,8° ¢ p=138,2°
Debes observar que estamos en presencia de dos soluciones y no podemos
afirmar que el tridngulo sea acutangulo, es decir, no sabemos si B es menor o0
mayor que 90°.
Por lo tanto estamos en presencia de un ejercicio con dos soluciones posibles
pues hay dos triangulos no congruentes con los valores dados de a, b y a.

b) En este caso obtenemos:
bsena _ 7-30,5 117

y esta ecuacion no tiene solucion, luego no existe f y por tanto no existe ningun
triangulo que satisfaga las condiciones dadas.

senp=




Ley de los Senos. Ejercicios y Problemas

Es muy importante retomar los anteriores ejercicios y fijarnos que en ellos
existe un caso en el cual se puede asegurar la existencia y unicidad de la
solucion.

Después de todo lo anterior estamos en condiciones de ver el siguiente
teorema:

Un tridngulo esta determinado univocamente si se conocen dos lados y el
angulo opuesto al mayor de ellos.

Veamos su demostracion:
Supongamos que del AABC se conocen dos lados ay b cona > by el angulo a
opuesto al lado a, para que el A esté univocamente determinado es suficiente
que el &ngulo P exista y sea Unico pues entonces: y=180%( o+ B), y se conocen
dos lados y el angulo comprendido, caso ya estudiado.
Trataremos de calcular la amplitud de B utilizando la Ley de los senos

a

seno  senp

resultando senﬁzg-sena ..... (1)

b b
ycomo —-sena<sena <1l yaque —<1
a a

existen dos angulos B ( 0°<p<180°) que satisfacen la igualdad ( 1)
Por otra parte, como b < a resulta p < oy por tanto B < 90° ya que en un
triangulo hay a lo sumo, un angulo obtuso.

De esta forma resulta que existe un unico angulo B, lo que significa que el
AABC existe y es Unico.

Te proponemos a continuacion el siguiente ejercicio.

1- Resuelve el triangulo ABC sin se sabe que a= 10,4; b= 8,6 y a=83,2°
R/ Como a > b el A ABC estd univocamente determinado; para resolverlo
aplicamos la ley de los senos para hallar 8

b
senf =—-sena
a

Luego senp = %senSB,ZO =0821 por lo que p=55,2° 6 B=124,8° pero esta

Gltima no es solucién ya que p < 0=83,2°.
Calculando y tenemos que por suma de angulos interiores obtenemos y=41,6°
El lado ¢ se puede calcular de la siguiente manera:
co aseny _ 10,4 - 0,664 _ 691
sena 0,993

NOTA IMPORTANTE:

Este teorema significa que dos triangulos que coincidan en dos lados y el
angulo opuesto al mayor de ellos son iguales, de donde resulta un nuevo
criterio de igualdad de triangulos.




Teorema:

Dos triangulos que tienen respectivamente iguales dos lados y el angulo
opuesto al mayor de ellos, son iguales.

Cuando se conocen dos lados y el angulo opuesto al menor de ellos puede
ocurrir que el problema tenga dos soluciones o que exista solucibn como
hemos visto en los ejercicios anteriores.

Pero también en este caso puede ocurrir que exista una Unica solucion si en la

. b : b .
igualdad senp =—-sena se tiene que —-sena=1 0 sea, el triangulo es
a a

rectangulo.

Seria muy bueno aclarar que no trataremos de dar reglas para decidir de qué
caso se trata, en cada problema procederemos como en los ejercicios
anteriores y determinaremos si hay solucién o no y si es Unica.

Veamos a continuacion los ejercicios siguientes:
2- Dado el AABC si:

a) b=25, c=50 y p=30°. Halla a

b) a=21,3 ; a=47,3°y b=28,2. Halla p

c) a=20, c=60 y a=30°. Halla y

3- Resuelve el AABC si se sabe que:
a= 422, b=300y a=33,4°

Respuestas y/o soluciones
2-

a)a=43,3

b) p=76,7° 6 p=103,3°

c) no hay solucién

3-
p=23,1° y=123,5° =640

Resolucion de triangulos no rectangulos. Ley de los cosenos.

Hasta estos momentos trabajamos con la ley de los senos, la cual nos servia
para resolver un triangulo no rectangulo, continuaremos con la resolucion de
triangulos pero conoceremos otro teorema que también relaciona lados y
angulos.

Teorema: Ley de los cosenos

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud de un lado es igual a la suma de
los cuadrados de las longitudes de los otros lados menos el doble producto de
las longitudes de estos dos lados por el coseno del angulo que forman.

Veamos su demostracion:
Dibujemos un AABC y trazaremos la altura h=AD relativa al lado BC con lo que
obtenemos los triangulos ADB y ADC




| v
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En AADB tenemos (figura a)

c’=(a-x)’+ h?

c’=a’-2ax +x*+h? (1)

Pero en AADC se tiene que x= b cosy y b?= x*+ h? que sustituyendo en (1)
queda: c®= a®— 2ab cosy + b? es decir: ¢’= a’+b’- 2abcosy

por otra parte:

En AABD tenemos (figura b)

c’=(a + x)* + h?

c’=a’+2ax+x*+h? (1)

Pero en AADC se tiene que x= b cos(180°-y) 6 x=-b cosy y b?=x*+ h? que
sustituyendo en (1)

queda: c®= a®+ 2a (-b cosy) + b? es decir: c?>= a’+b*- 2abcosy

luego: en todo triangulo se cumple:

| ¢?=a’+b’*-2abcosy |

Trazando las alturas relativas a los otros dos lados obtenemos la sotras dos
formas de la ley de los cosenos.

Resumiendo:

Las tres formas de la ley de los cosenos son:

a? = b? + ¢ — 2 bc cosa
b? = ¢ + a® — 2 ca cospy
c?=a’+ b® -2 ab cosy

Despejando el coseno en cada una de las expresiones anteriores obtenemos:

b®> +c®-a®

cosq=————
2bc

a’+c?-b?

cosp="—"-—
2ac

a’+b?-c?

coSy=——"—
2ab

Veamos el siguiente ejemplo:
En el AABC sabiendo que



| Ejemplo 1 I
En el triangulo ABC sabiendo que: « = 47° ; b = 8 y ¢ = 10, calcula el lado a.
Resolucion

Como conocemos dos lados y el angulo comprendido (fig. 4.16), podemos utilizar
la ley de los cosenos para hallar el lado «.

a* = b* + ¢* - 2bc cos a

a* = 8%+ 10%= 258 - 10+ cos 4/°
a’> =64 + 100 - 160 - 0.682 = 54.88
a=741. A

Para la practica y el repaso puedes consultar el libro de texto de Décimo Grado
vigente.



